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Introduzione
What thou love’st well shall not be reft from thee
What thou love’st well is thy true heritage. ’
-Ezra Pound -
L’azione del vento ha una notevole importanza nella progettazione delle strut-
ture.Non e` pero` un azione facilmente individuabile in quanto il carico eolico
dipende dalla forma della struttura.
La struttura risponde al campo di pressioni indotte dalla forzante eolica
in diverse maniere,principalmente puo` avere una risposta meccanica quasi
statica,statica equivalente o dinamica,dove fluido e struttura interagiscono
intimamente fra loro.
Sono molti i casi di crolli causati da azioni del vento non correttamente
stimate.La valutazione del comportamento aerodinamico e` da sempre sta-
ta condotta in gallerie del vento,dove e` possibile misurare come la velocita`
eolica si trasformi in un campo di pressioni che va poi ad agire sulla strut-
tura.Questa tecnica si rivela pero` molto costosa e difficilmente spendibile
in campo progettuale.Negli ultimi anni la Computational Fluid Dynamics-
CFD-sta emergendo come un utile strumento per lo studio dei fenomeni che
caratterizzano l’interazione fra le sollecitazioni del vento e le strutture.
La potenzialita` di questo strumento sta nel poter svolgere diversi tipi di anal-
isi,sia quelle aerodinamiche dove il campo di pressioni non viene perturbato
sia quelle aeroelastiche dove il moto della struttura interagisce con il campo
di pressioni del fluido.Le analisi aerodinamiche e aeroelastiche simulate nu-
mericamente,se usate correttamente,possono rivelarsi un utile strumento in
fase di progetto per le strutture sensibili all’azione del vento.
Oggetto di questo studio della formulazione agli elementi finiti di un prob-
lema di questo tipo e al sua applicazione,mediante un software di calcolo
commerciale,ad alcune strutture presenti in ambito civile.La tesi si articola
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in cinque capitoli,brevemente illustrati in seguito:
Nel primo capitolo sono brevemente descritte i diversi criteri che permettono
lo studio della stabilita` dell’equilibrio elastico.In particolare ci si concentra
sulle forzanti non conservative e sul carattere di instabilita` che generano.
Nel secondo capitolo vengono analizzati metodi risolutivi per le equazioni
del fluido.Viene fatta una distinzione fra soluzione steady-state e soluzione
transiente.Sono analizzati i principali metodi risolutivi,mettendone in luce le
diversita` e i diversi accorgimenti che permettono di ottenere una soluzione
numerica corretta.Ci si sofferma infine sulle diverse possibilita` riguardo alla
generazione della mesh per il problema fluido.
Nel terzo capitolo si analizza il problema dell’interazione dinamica fra la
mesh fluida e quella della struttura.Sono analizzati i diversi metodi con coi
possono essere risolte le equazioni accoppiate fluido struttura.
Nel quarto capitolo viene affrontato il problema di un cilindro investito da
una corrente fluida.Dopo una breve introduzione sui principali risultati teori-
ci vengono simulate prove aerodinamiche e aeroelastiche per ottenere alcuni
risultati teorici.Viene fatto un confronto fra i valori ottenuti mediante simu-
lazione numerica e quelli ottenuti dalle formule teoriche.
Nel quinto capitolo viene affrontato il problema per una sezione da ponte.Sono
discussi i principali modelli che permettono di calcolare i valori di velocita`
del vento che portano all’insorgere del flutter.In particolare ci si concentra
su il modello quasi statico e sul modello di lamina piana.Vengono calcolati i
coefficienti aerodinamici della sezione che permettono di calcolare la velocita`
di flutter con il metodo quasi statico.I valori vengono infine confrontati con
quelli ottenuti per la lamina piana.
Alcune considerazioni finali completano l’esposizione.
Capitolo 1
La stabilita` dell’equilibrio
elastico
Turning and turning in the widening gyre
The falcon connot hear the falconer
Things fall apart;the center cannot hold;
Mere anarchy is loosed upon the world
- W.B Yeats -
1 Criterio di stabilita` secondo Ljapunov
La stabilita` e` un argomento che racchiude in se` diversi campi.Nata nell’am-
bito della meccanica,al fine di fornire criteri matematici per formalizzare la
nozione,che generalmente puo` risultare intuitiva,di stabilita`,e` diventata ora-
mai da tempo un capitolo delle equazioni differenziali.
Il criterio di stabilita` di Ljapunov e` il piu` generale a cui ci si possa riferire.
Dato un sistema differenziale di equazioni del primo ordine[1]:
u˙ = f(u, t) (1.1)
Si supponga che f = A × Rn → Rn,con A ⊆ Rn,sia lipshitziana,ovvero
assegnate le condizioni iniziali u(0) = u0 esista un unica soluzione( integrale
particolare).
Il criterio di stabilita` di Ljapunov afferma allora che:
‘Un integrale particolare uˆ del sistema 1,relativo alle condizioni iniziali uˆ(0) =
uˆ0 si dice stabile se,per ogni  ∈ R+ esiste un δ ∈ R+ tale che una qualunque
soluzione u(t) le cui condizioni iniziali u0 = u0 cadono nella sfera di centro
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uˆ e raggio δ cade in ogni istante successivo a quello iniziale nella sfera di
centro uˆ(t) e raggio .’
Questo si traduce nella formulazione:
∀ ∈ R+ ∃ δ ∈ R+
‖u0 − uˆ0‖ < δ ⇒ ‖u(t)− uˆ(t)‖ < , ∀t > 0 (1.2)
Ogni soluzione che non soddisfa questo criterio viene considerata instabile.Questo
criterio,di per se astratto,puo` essere reso piu` familiare e rappresentabile se si
ipotizza che il sistema (1) ammetta soluzione statica per cui:
uˆ(t) = u∗, ∀t ≥ 0
Di conseguenza risulta verificata la condizione di equilibrio:
f(u∗, t) = 0, ∀t ≥ 0
e u∗ rappresenta un punto di equilibrio per il sistema.E’ possibile allora
caratterizzare la soluzione,quindi l’equilibrio,con il criterio di Ljapunov
∀ ∈ R+ ∃ δ ∈ R+
‖u0 − u∗‖ < δ ⇒ ‖u(t)− u∗‖ < , ∀t > 0 (1.3)
Figura 1.1: Rappresentazione grafica della stabilita` di una posizione di
equilibrio
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La figura 1 e` la comune rappresentazione grafica del criterio.Nel caso A spo-
stando di poco il corpo dalla sua configurazione,esso ritorna nella posizione
di equilibrio.Nel caso B il corpo,spostato dalla sua configurazione,tende ad
allontanarsi e si ha quindi una condizione di equilibrio instabile.La terza
possibilita` e` quella dell’equilibrio indifferente,per il quale,spostando il corpo
dalla sua posizione,rimane comunque in equilibrio
Il problema della stabilita` quindi racchiude in se` il problema dell’equilibrio.
2 Metodi per lo studio della stabilita` nei sis-
temi elastici
Esistono metodi specifici finalizzati allo studio della stabilita` dell’equilibrio
elastico,ognuno dei quali si applica ad un determinato campo e sotto oppor-
tune ipotesi.Pertanto ciascuno di essi permette di cogliere certi aspetti dell’e-
quilibrio elastico.I metodi classici per lo studio della stabilita` dell’equilibrio
elastico sono:
• Criterio statico
• Criterio energetico
• Criterio dinamico
• Integrazione diretta
Quest’ultimo non rappresenta un vero e proprio metodo,bens`ı costituisce
piu` propriamente uno strumento per la risoluzione di un equazione differen-
ziale.Inoltre presenta le sue maggiori applicazioni nei giorni nostri,in quanto
ai fini dell’integrazione numerica e` fondamentale l’utilizzo del calcolatore.
2.1 Criterio statico
Il criterio statico,o metodo dell’equilibrio,e` il metodo piu` classico,introdotto
per la prima volta da Eulero nel suo trattato sull’elasticita`(1744)per la risoluzione
del carico critico di una colonna senza imperfezioni.
Il metodo consiste nello scegliere una configurazione deformata per la strut-
tura in studio e scrivere su questa l’equilibrio fra forze interne e forze es-
terne,queste ultime moltiplicate per un valore λ incognito,detto moltiplica-
tore di carico.
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L’equazione di equilibrio per un sistema risulta qualitativamente espressa da:
K · u− λPKG · u = F (1.4)
Dove u rappresenta il vettore con i gradi di liberta` del sistema,K la matrice
di rigidezza del sistema e KG la matrice di rigidezza geometrica del corpo(che
tiene conto degli effetti delle forze P nella configurazione deformata).Se F=0,il
sistema ammettera` soluzione per:
(K − λPKG) · u = 0
cio` equivale a richiedere che:
det(K − λPKG) = 0
Il problema si riconduce quindi allo studio degli autovalori del sistema.Assieme
agli autovalori,si ottengono anche gli autovettori,che rappresentano la defor-
mata del sistema per il carico critico.Se il sistema e` formato da n gradi di
liberta` si otterranno n autovalori e n autovettori associati.Si possono studiare
in questa maniera anche i sistemi che presentano instabilita` statica di buck-
ling,quindi instabilita` euleriana di prima specie con punti di biforcazione e
instabilita` di seconda specie(Snap Throught).
2.2 Criterio energetico
Il criterio consiste nello studio della variazione seconda dell’energia potenziale
totale.Esso consente di valutare la stabilita` dell’equilibrio analogo a quello
enunciato all’inizio del capitolo.
In questo caso il metodo risulta efficace solamente se le forze esterne,che
agiscono sul sistema,sono caratterizzate da un potenziale;quindi si tratta di
forze conservative,come per esempio la forza peso o forze centrali. Se le forze
sono conservative e` possibile generalizzare il criterio di Dirichelet,ovvero il
teorema di Ljapunov applicato ad un sistema di forze conservative.Indicando
con Π l’energia totale del sistema nella condizione di equilibrio,si pone δΠ = 0
ed e` possibile studiare il segno della derivata seconda dell’energia totale del
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sistema,da cui:
δΠ = 0 δ2Π > 0 equilibrio stabile
δΠ = 0 δ2Π = 0 equilibrio indifferente
δΠ = 0 δ2Π < 0 equilibrio instabile
Il metodo energetico permette di studiare la natura dei punti,ma puo` essere
applicato solamente quando le forze sono conservative.Nel caso quindi di forze
non conservative che agiscono sul corpo non e` possibile stabilire la natura
dell’equilibrio.
2.3 Criterio dinamico
Il metodo dinamico rappresenta il metodo piu` generale per studiare la sta-
bilita` dell’equilibrio di un sistema elastico in quanto permette di studiare
sistemi soggetti a forze conservative e non.La sua generalita` deriva dal fatto
che il metodo si rifa` direttamente al criterio di Ljapunov,tenendo in consid-
erazione lo sviluppo temporale della soluzione.
Il metodo consiste nello scrivere le equazioni di equilibrio dinamico del sis-
tema nell’intorno di una configurazione di equilibrio,nell’applicarvi una per-
turbazione e nello studiare la stabilita` dell risposta.
Se la forzante lo permette, cio` puo` essere condotto attraverso lo studio degli
autovalori del sistema.Nel caso non sia possibile,si ricorre all’integrazione
numerica della soluzione.I due metodi quindi presenta una differenza nella
risoluzione delle equazioni.
Sull’integrazione delle equazioni ci si soffermera` in seguito;ora si studia la
risoluzione agli autovalori.
Le equazioni che governano il sistema vengono scritte in forma discreta,ipotizzando
momentaneamente l’assenza di smorzamento,ed introducendola poi nell’ap-
plicazione pratica.
M · u¨ + [K − λKG] · u = 0 (1.5)
Come nell’usuale,il punto rappresenta la derivata temporale,quindi il doppio
punto rappresenta l’accelerazione.M rappresenta la matrice delle masse del
sistema.
Si assume una soluzione del sistema di tipo armonico,per cui
uˆ = Aeiωt
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Si sostituisce la soluzione all’interno dell’equazione,ottenendo quindi:
[K − λKG − ω2I] · Aeiωt = 0
Affinche` questo sia verificato dovra` essere necessariamente che:
det(S − ω2I) = 0
Si determinano cos`ı gli autovalori e gli autovettori del sistema.Appare chiaro
che gli autovalori ω potranno essere di diverso tipo,a seconda del tipo di ma-
trice S.
Se infatti la matrice S e` simmetrica i suoi autovalori saranno reali o im-
maginari puri.Per cui fino a che la matrice presenta autovalori ωi reali la
soluzione sara` stabile.Per autovalori puramente immaginari si avra` invece
una soluzione instabile.Il passaggio tra soluzione stabile e soluzione instabile
si ha quindi per ω = 0.Pertanto l’instabilita`(quindi il carico critico)puo` essere
studiata anche trascurando gli aspetti dinamici.Questo accade quando il sis-
tema e` conservativo e quindi S risulta simmetrica,essendo somma di matrici
simmetriche.In questo caso il valore del carico critico sara` quindi il medesimo
di quello calcolato mediante criterio statico o criterio energetico.
Per cui sistemi che siano soggetti a queste forze possono essere studiati al-
ternativamente anche con gli altri metodi detti in precedenza.Si vede quindi
come,l’instabilita` contenga al suo interno il problema della stabilita` dell’e-
quilibrio elastico.
Se pero` il sistema e` soggetto ad un carico non conservativo,la matrice S non
sara` simmetrica.In questo caso le radici del polinomio caratteristico potranno
essere:
• reali positive
• puramente immaginarie
• complesse coniugate
Se il sistema presenta due autovalori complessi coniugati,si avranno due au-
tovettori coincidenti,nella parte reale;se le radici sono positive questo porta
ad ottenere una forzante che aumenta nel tempo e quindi presenta un compor-
tamentio instabile.In questo caso si dice che l’instabilita` e` di tipo puramente
dinamico.Generalmente un instabilita` di questo tipo viene definita ‘flutter’.
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Un altro modo per studiare il sistema,e che permette di avere anche una rap-
presentazione grafica,e` quello di ridurre di un grado il sistema,formulandolo
quindi mediante variabili di stato.Questa rappresentazione e` propria del-
l’analisi,a dimostrazione che il problema dell’instabilita` e` intrinsecamente
connesso a diverse discipline.La rappresentazione dei risultati puo` avvenire
nel piano delle fasi,ovvero il piano dove le incognite saranno lo spostamento
e la velocita`.
Si riduce il sistema di un grado,passando da n equazioni a 2n equazioni
differenziali di primo grado,con incognite lo spostamento e la velocita`.
u¨ = −M−1[K − λKG]u
Posta l’uguaglianza u˙ = u˙ si ottiene:[
u˙
u¨
]
=
[
0 I
M−1S 0
][
u
u˙
]
Si assume anche in questo caso una soluzione di tipo armonico:[
u˙
u¨
]
=
[
A
A′
]
eλt
da cui sostituendo si ha:[
u˙
u¨
]
= λ
[
A
A′
]
eλt
Sostituendo nell’equazione si ottiene quindi:
λ
[
A
A′
]
eλt =
[
0 I
M−1S 0
][
A
A′
]
eλt (1.6)
Si arriva nuovamente ad un problema agli autovalori.La soluzione generale
sara` un λ composto da una parte reale ed una immaginaria.Fino a che i
valori del carico,o della variabile che lo influenze,saranno inferiori al valore
critico gli autovalori saranno coppie complesse e coniugate.Quando il carico
sara` maggiore di quello critico,almeno un valore sara` reale e positivo,e questo
portera` il moto a divergere,in quanto modulato da un esponenziale.
Il vantaggio di cio` sta nel fatto di poter rappresentare la soluzione nel piano
delle fasi,il che permette un’identificazione immediata di un eventuale insta-
bilita` e quindi di un allontanamento dalla soluzione stabile.
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Tale rappresentazione si rivela vantaggiosa sopratutto se,nel caso di una
risoluzione numerica delle equazioni,si dispone di una time history dello
spostamento e della velocita`.
Volendo analizzare i diversi metodi di analisi esposti,si osserva innanzitutto
che i modi in cui una struttura perde la sua configurazione di equilibrio sono
diversi,e che non tutti i metodi proposti permettono di cogliergli. Ci si vuole
concentrare in particolare sui carichi non conservativi che possono agire su
una struttura.Un esempio di carico non conservativo[2] e` una forzante di tipo
follower,che si mantiene quindi sempre ortogonale alla tangente dell’asse.Per
forze di questo tipo appare chiaro che lo studio vada effettuato mediante
il metodo dinamico. Ci si vuole concentrare particolarmente sull’instabilita`
di tipo flutter.Questo tipo di instabilita` si presenta con una forzante au-
toeccitante,che porta ad una instabilita` dinamica con aumento di velocita` e
accelerazione nel tempo.Risulta evidente che un fenomeno di questo tipo non
puo` avvenire per forze conservative.
Una forza conservativa infatti compie un lavoro che non puo` crescere nel tem-
po in quanto e` generato dal potenziale,il quale non puo` crescere.Le uniche
forze che possono portare al flutter sono allora delle forze non conserva-
tive(per esempio delle forze di tipo aerodinamico,dove il moto del corpo va a
modificare il fluido e viceversa,e vi e` quindi un continuo scambio di energia
fra i due sistemi).
Una volta che si presenta un’oscillazione autoeccitante,si ha che l’energia ci-
netica che viene prodotta dal flusso diventa di molto superiore all’energia
che la struttura puo` assorbire.Durante questo trasferimento di energia,se la
struttura non riesce ad assorbirla e dissiparle,si ha il collasso.
In questo caso non ha piu` senso percio` parlare di carico critico,ma di ve-
locita` critica dal vento,la quale genera successivamente la forzante che va a
sollecitare il corpo.Fondamentale per lo studio di tale fenomeno e`,a questo
punto,dare una formulazione di quella che puo` essere una forza aeroelastica.
Nel caso delle strutture civili le forze aeroelastiche possono portare all’insta-
bilita` le strutture leggere e dotate di una ridotta rigidezza(per esempio le
sezioni dei ponti sospesi.)
Come in tutti i campi della costruzione,i crolli e i danni provocati dall’insta-
bilita` sono i piu` pericolosi in quanto si manifestano in maniera improvvisa e
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che quindi hanno un alto rischio di perdita di vite umane.L’evento piu` tragi-
co,che porto` alla luce la presenza di questa instabilita`,fu il celebre crollo del
Tacoma Bridge.
3 Sezione soggetta all’azione del vento
Per i motivi appena esposti si vuole studiare il comportamento di una sezione
da ponte soggetta all’azione del vento.A questo proposito e` necessario definire
le forze che vanno ad agire sulla sezione.E’evidente che una forza aereod-
inamica risulta influenzata da molti fattori,e volendo esprimerla in manier
sintentica si puo` scirivere che
FSE = f(forma del corpo; u¨, u˙, u;V, t, ω)
dove:
• Forma del corpo-influenza il modo in cui le linee di fluido si staccano
dal corpo e quindi la pressione che si sviluppa su quest’ultimo
• L’accelerazione,u¨,la velocita` u˙ e lo spostamento u del corpo por-
tano all’interazione e allo scambio di energia tra i due sistemi.
• V-la velocita` del flusso-influenza la risposta in quanto e` il fattore da
cui dipendono le proprieta` del flusso.
• ω la frequenza di oscillazione del sistema e` la caratteristica dinamica
del sistema
La forza aerodinamica e` una forza molto complessa,tanto piu` che alcuni fat-
tori,come i fattori di forma non sono univocamente identificabili.In generale
risulta intuitivo che una sezione sara` aerodinamica quanto minori saranno le
forze che il flusso le trasmette,e quindi quanto meno la sua forma influenza e
modifica il flusso.Una sezione sara` non aerodinamica quanto maggiori saran-
no le forze che il flusso trasmette e quindi quanto piu` la sua forma tende a
modificare il flusso.
Per un corpo caratterizzato da un grado di liberta` traslazionale,verticale alla
direzione del flusso,e rotazionale,identificato nella variabile u, lo studio della
forma analitica delle forzanti venne inizialmente proposto in ambito aerodi-
namico,in cui era presente il problema dell’instabilita` dei profili alari sottili.
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La prima formulazione delle forzanti si deve a Theodorsen[4],che assimilo` il
profilo alare ad una lamina piana.Mediante questa ipotesi i disturbi indot-
ti dal moto della sezione,da cui trae origine la non stazionarieta` del flusso
superficiale,possono essere intesi come uniformemente distribuiti sull’intera
sezione stessa.Mediante una trasformazione conforme(una trasformazione che
conserva gli angoli,per cui,la trasformazione conforme fa corrispondere le linee
equipotenziali e di corrente di un moto irrotazionale ideale nel piano z a quelle
di un altro moto irrotazionale ideale nel piano z’,trasformando la lastra piana
in una circonferenza)Theodorsen riusc`ı a rendere la sezione alare una sezione
steamline anche del flusso non stazionario.Fu possibile quindi applicare i
concetti di base della fluido dinamica e trovare le espressioni delle forzan-
ti aeroelastiche di lift e momento.Le forzanti risultano essere funzioni lineari
dello spostamento u e della sua derivata prima.Per velocita` ridotte,fluido in-
compressibile,oscillazioni del sistema descritte da ω e piccole oscillazioni le
espressioni delle forzanti(riferite alla convenzione in figura 2)sono:
Lse = piρb
2(V α˙+ h¨− baα¨)︸ ︷︷ ︸
contributo non circolatorio
+2piρbV C(k)[V αh˙b(
1
2
− a)α˙]︸ ︷︷ ︸
contributo non stazionario
(1.7)
Mse = −piρb2
{
(
1
2
− a)V bα˙+ b2(1
8
+ a2)α¨− abh¨
}
︸ ︷︷ ︸
contributo non circolatorio
+
+ 2piρV b2(
1
2
+ a)C(k)[V α + h˙+ b(
1
2
− a)α˙]︸ ︷︷ ︸
contributo non stazionario
(1.8)
dove:
• a e` la distanza dal centro di rotazione della sezione
• b e` la semi corda della sezione aerodinamica(B=2b)
• h e α sono lo spostamento verticale e la rotazione e il punto indica le
loro derivate
• V rappresenta la velocita` media del flusso
• ω rappresenta la frequenza di vibrazione
• Il suffisso se delle forze sta ad indicare al loro natura auto eccitante(self-
excited)
Il coefficiente aerodinamico C(k) delle espressioni e` definito in funzione di
due funzioni note,F(k) e G(k) dove,k = bω
V
e` la frequenza ridotta.La fun-
zione C(k)=F(k)+iC(k) prende il nome di Theodorsen’s circulatory function
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Figura 1.2: Forze aeroelastiche agenti sulla lamina piana
e tiene conto dell’interazione fluido struttura.Infatti il contributo delle forze
si puo` separare in due distinti contributi,come evidenziato nelle formule.Il
primo e` il contributo non circolatorio,quindi rappresenta gli effetti di inerzia
legati al fluido che circonda il corpo,e che sono indipendenti dalla frequen-
za.Il secondo contributo e` dato dalle forze non stazionarie,o forze circolatorie
e dipende appunto dalla funzione di Theodorsen.
Un’iportante proprieta` dell funzione C(k) e` di essere nota a priori,ed e` espres-
sa in maniera rigorosa da:
F (k) =
J1(J1 + Y0) + Y1(Y1 − J0)
(J1 + Y0)2 + (Y1 − J0)2 (1.9)
G(k) =
J1J0 + Y1Y0
(J1 + Y0)2 + (Y1 − J0)2 (1.10)
dove:
• Ji funzione di Bessel di primo tipo,ordine i
• Ji funzione di Bessel di secondo tipo,ordine i
Un eccellente approssimazione delle derivate aeroelastiche e` data da Fung[3]
e si basa sull’uso di 4 coefficienti ,c1=-0.165 ,c2=-0.0455,c3=-0.335,c4=-0.3 e
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le funzioni sono pari a:
F (k) = Re(C(k)) = 1 +
c1k
2
c22 + k
2
+
c3k
2
c42 + k
2
(1.11)
G(k) = Im(C(k)) = −k( c1c2
c22 + k
2
+
c3c4
c24 + k
2
(1.12)
Figura 1.3: Parte reale ed immaginaria della funzione di Theodorsen
3.1 Applicazione del criterio dinamico per forzante aeroe-
lastica
La trattazione appena vista non e` pero` applicabile alla sezione di una strut-
tura,in quanto cadono le ipotesi di spessore trascurabile e sopratutto la strut-
tura e` responsabile di disturbo del flusso non uniformemente distribuito(come
per esempio il distaccarsi del flusso in prossimita` di uno spigolo a monte del-
la sezione seguito da un riattaccarsi a valle della sezione)ma che variano fra
intradosso ed estradosso dell sezione stessa.
L’estensione avviene quindi utilizzando non piu` una funzione nota,C(k),ma
funzioni ignote a priori,dette derivate aeroelastiche ,che vanno ricavate
mediante sperimentazione numerica.Nuovamente quindi il lift e momento
sono descritti come funzioni lineari dello spostamento verticale e della ro-
tazione e delle loro derivate prime.
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Le forzanti proposte da Scanlan e Tomko[5] sono:
Lse =
1
2
ρU2B(KH∗1
h˙
U
+KH∗2
Bα˙
U
+K2H∗3αK
2H∗4
h
B
) (1.13)
Mse =
1
2
ρU2B(KA∗1
h˙
U
+KA∗2
Bα˙
U
+K2A∗3αK
2A∗4
h
B
) (1.14)
Le derivate aeroelastiche sono le funzioni H∗i e A
∗
i con i=1,2,3,4.Per semplic-
ita` e` stato omesso il contributo dato nella direzione del flusso,quindi con una
sezione a tre gradi di liberta`.Nel caso fosse stato presente vi sarebbero stati
due ulteriori derivate a legare i gradi di liberta`.
E’ importante notare come,le derivate aeroelastiche siano funzione della fre-
quenza ridotta.
Nota la formulazione analitica,a meno delle derivate aeroelastiche,della forzante
aerodinamica e` possibile ricondursi allo studio della stabilita` del sistema me-
diante il metodo dinamico.
Si scrivono quindi le equazioni del sistema dinamico,formato da due gradi di
liberta`,soggetto alle forzanti appena definite:
h¨+ 2ξhKhh˙+K
2
hy =
Lse
ny
(1.15)
α¨+ ξαKαα˙+K
2
αα =
Mse
nα
(1.16)
Dove si e` adimensionalizzata l’espressione delle forze per comodita` di trat-
tazione,e dove con ξh ξα si rappresentano lo smorzamento del grado di liberta`
traslazionale e rotazionale rispettivamente.Kh =
Bωh
U
Kα =
Bωα
U
rappresen-
tano le frequenze adimensionalizzate legate ai due gradi di liberta`.
Si ipotizza che l’oscillazione del corpo sia sinusoidale e che l’instabilita` avven-
ga quando le due frequenze(rotazionale e traslazionale)sono uguali;si sceglie
come soluzione:
h(t) = Ahe
iKt
α(t) = Aαe
iKt
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Sostituendo le soluzioni all’interno delle equazioni del moto si perviene all’e-
spressione:
[
−K2 + 2ξhKhKi+K2h −
1
nh
K2H∗1 i−
1
nh
K2H∗2
]
Ah
−
[
1
nh
K2H∗2 i+
1
nh
K2H∗3
]
Aα = 0
(1.17)
[
− 1
nα
K2A∗1i−
1
nα
K2A∗4
]
Ah
+
[
−K2 + 2ξαKαKi+K2α −
1
nα
K2A∗2i−
1
nα
K2A∗3
]
Aα = 0
(1.18)
In maniera piu` sintetica si puo` scrivere:
[
A B
C D
][
Ah
Aα
]
=
[
0
0
]
(1.19)
dove:
A = −K2 + 2ξhKhKi+Kh − 1
nh
K2H∗1 i−
1
nh
K2H∗4
B = − 1
nh
K2H∗2 i−
1
nh
K2H∗3
C = − 1
nα
K2A∗1i−
1
nα
K2A∗4
D = −K2 + 2ξαKαKi+K2α −
1
nα
K2A∗2i−
1
nα
K2A∗3
Affinche` il sistema non ammetta la soluzione banale dovra` essere nullo il de-
terminante,il che equivale al calcolo gli autovalori K del sistema. K viene scel-
to come un complesso,nella forma K=KR+iKi.La parte reale rappresenta la
frequenza dell’oscillazione e la parte immaginaria rappresenta lo smorzamen-
to del sistema,che esso sia positivo o negativo.Un valore positivo implichera`
una oscillazione smorzata,un valore negativo,al contrario,implichera` un’oscil-
lazione amplificata,e quindi l’instabilita` del sistema.
Una risoluzione alternativa del sistema puo` ricavarsi raccogliendo nell’e-
quazione precedente X= ω
ωh
,andando ad annullare nuovamente il determi-
nante.Cio` porta ad ottenere un’equazione del quarto ordine complessa.
Considerando l’equazione reale e quella immaginaria separatamente e risol-
vendole per diversi valori di K,e` possibile diagrammare le loro radici,X,in
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funzione di K.Il punto in cui le due curve coincidono indica la frequenza ri-
dotta che porta al flutter,dalla quale e` possibile ricavare la velocita` critica
del flutter. Lo studio della stabilita` mediante questo metodo implica neces-
sariamente il dover definire dei valori delle derivate di flutter.Ipotizzando la
sezione come lamina piana,e` possibile trovare una correlazione tra le derivate
di flutter e la funzione di Theodorsen.Chiaramente i risultati si discosteranno
da quelli reali,quanto piu` la sezione presenta un comportamento lontano da
quello di lamina piana.
Lo studio della stabilita` in questa maniera si presenta difficilmente applicabile
in fase progettuale.Lo studio parametrico della sezione,infatti,comporterebbe
necessariamente campagne sperimentali in galleria del vento,molto onerose.
Un metodo alternativo a questa trattazione puo` essere la simulazione nu-
merica dell’interazione fra fluido e struttura.In questo caso non risulta piu`
necessaria la formulazione della forza di lift e del momento,in quanto questi
possono essere calcolati numericamente in maniera diretta.Da questi dati e`
possibile poi ricavare informazioni sulle derivate aeroelastiche.
Una rappresentazione possibile,per dei dati ottenuti in questa maniera,puo`
essere quella del piano delle fasi.

Capitolo 2
Formulazione agli elementi
finiti del fluido
To reach the point that is unknown to you
you must take the road that is unknown to you
- St.Jhon of the Cross -
1 Equazioni del fluido
Nel seguente verranno studiati i principali elementi contenuti in un software
di calcolo,mediante i quali e` possibile la risoluzione numerica delle equazioni
di un fluido.Tale risoluzione e` molto complessa e puo` avvenire mediante dif-
ferenti metodi.
I principali sono il metodo dei volumi finiti e gli elementi finiti.Esistono
poi altri metodi legati a problemi piu` specifici che caratterizzano i flui-
di,come i problemi legati alle miscele.Si analizza di seguito la risoluzione
delle equazioni mediante gli elementi finiti. A questo proposito e` necessa-
rio,innanzitutto,studiare come la formulazione agli elementi finiti venga ap-
plicata ad un fluido.
La tecnica degli elementi finiti si basa sull’approssimazione della soluzione di
un problema alle derivate parziali con una funzione semplice,appartenente ad
uno spazio di dimensione Vh opportuno.Tipicamente si tratta di funzioni poli-
nomiali continue a tratti.Una volta note le funzioni con cui si vuole approssi-
mare la soluzione,l’equazione viene indebolita,ovvero scritta in forma inte-
grale,e in questa maniera si riduce la risoluzione dell’equazione differenziale
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alla determinazione della soluzione di un sistema(lineareo non)in n incog-
nite,ovvero il numero di punti con cui si discretizza il dominio.
Nella seguente trattazione non si fara` esplicito riferimento alle tecniche e alla
teoria che stanno alla base della risoluzione agli elementi finiti,piuttosto ad
una loro applicazione al fluido.
Si riportano in seguito le equazioni di Navier-Stokes,le quali descrivono il
moto di un fluido con densita` ρ,che(data la natura dell’aria nel campo in cui
verra` studiata)possiamo supporre costante in un dominio Ω ⊂ Rd,con d=2,3:
∂u
∂t
− div [ν (∇u+∇uT )]+ (u · ∇)u+∇p = f x ∈ Ω, t > 0
divu = 0 x ∈ Ω, t > 0 (2.1)
con u la velocita` del fluido,p la pressione divisa per la densita`(da qui in avan-
ti semplicemente definita come pressione),ν = µ
ρ
la viscosita` cinematica,µ la
viscosita` dinamica ed f un termine forzante per unita` di massa.La prima
equazione rappresenta il bilancio della quantita` di moto,la seconda invece la
conservazione della massa detta anche equazione di continuita`.L’equazione e`
qui posta pari a zero in quanto si considera il fluido incomprimibile.
Si individuano nell’equazione due temini importanti:il temine (u · ∇)u) de-
scrive il processo di trasporto convettivo,mentre il termine−div [ν (∇u+∇uT )]
descrive il processo di diffusione molecolare.
Nel caso in cui ν sia costante,applicando l’equazione di continuita` si ottiene:
div
[
ν
(∇u+∇uT )] = ν (∆u+ divu) = ν∆u
Affinche` il problema risulti ben posto e` necessario assegnare le condizioni
iniziali :
u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ Ω (2.2)
Sono inoltre da assegnare le condizioni al contorno,per t>0
(x, t) = ψ (x, t) ∀x ∈ ΓD(
ν ∂u
∂n
− pn) (x, t) = ϕ(x, t) ∀x ∈ ΓN (2.3)
dove u0,ψ, ϕ sono funzioni vettoriali assegnate,mentre ΓD e ΓN sono porzioni
della frontiera ∂Ω di Ω tali che ΓN ∩ΓD =∂Ω e n e` il versore normale uscente
a ∂Ω.
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Questa rappresentazione risulta essere complessa;si sceglie pertanto di rap-
presentare l’equazioni in una forma piu` snella che permetta una migliore
maneggevolezza per i passaggi successivi.
Si scrive quindi:
∂φ
∂t
+∇F+∇G+Q = 0
oppure riferito ad un sistema di riferimento cartesiano
∂φ
∂t
+
∂Fi
∂xi
+
∂Gi
∂xi
+Q = 0
I vettori assumono quindi la forma:
φ =
 u1u2
u3

Fi =
 u1ui + pδ1iu2ui + pδ2i
u3ui + pδ3i

Gi =
 −τ1i−τ2i
−τ3i

In questa maniera i due contributi messi in luce precedentemente sono effet-
tivamente separati.Matematicamente l’equazione rappresenta un equazione
di il trasporto,con F quantita` convettiva e G quantita` diffusiva. Si andra` a
studiare ora l’equazione in forma scalare con le funzioni di flusso lineari.
2 Forma scalare
Si considerino inizialmente le equazioni in forma scalare;ci si propone di stu-
diare le proprieta` di tale equazione,e i possibili problemi che possono nascere
dalla loro risoluzione numerica.Si inizia considerando il caso piu` semplice per
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arrivare poi ai casi piu` complessi che effettivamente sono implementati all’in-
terno di un codice di calcolo[6].
Si consideri quindi l’equazione:
∂φ
∂t
+
∂Uiφ
∂xi
− ∂
∂xi
(
k
∂φ
∂xi
)
+Q = 0 (2.4)
U rappresenta un campo di velocita`,φ una quantita`,scalare in questo ca-
so(trasportata in maniera convettiva o in maniera diffusiva)dove k e` il coef-
ficiente diffusivo.
Come si vede nell’equazione 2.4 compaiono sia derivate spaziali sia derivate
temporali,e pertanto la risoluzione non e` immediata.Possono esistere infat-
ti,a seconda della situazione,una soluzione in stady state(quando il fenomeno
esiste) o una soluzione in regime transitorio.
Utilizzando,a questo punto,una discretizzazione secondo Galerkin si cerchera`
una soluzione del tipo:
φ ≈ φˆ =
∑
Nkφ˜k
In questa maniera il problema ammettera` una rappresentazione del tipo:
M
˙˜
φ+Hφ˜+ f = 0 (2.5)
dove H sara` sicuramente una matrice non simmetrica;questo puo` portare
a soluzioni inaccurate o instabili.Saranno necessarie quindi alcune strategie
risolutive che consentano di ottenere risultati realistici.Si studiano quindi
le due soluzioni possibili,quella steady state e quella transiente,risolte prima
nel problema ad una dimensione e successivamente in quello a piu` dimensioni.
2.1 Soluzione steady state
Consideriamo l’equazione 2.4 privata della derivata temporale;si ha un equazione
che non dipende dal tempo:
U
dφ
dx
− d
dx
(
k
dφ
dx
)
+Q = 0 (2.6)
La formulazione debole,o formulazione integrale,del problema e` pari a:∫ L
0
WU
dφ
dx
dx−
∫ L
0
W
d
dx
(
k
dφ
dx
)
dx+
∫ L
0
WQdx = 0 (2.7)
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con W funzione appartenente ad un determinato spazio vettoriale di dimen-
sione h,nulla agli estremi.
Sviluppando il secondo termine con l’integrazione per parti,o con la formula
di Green in piu` dimensioni,e considerando che W vale 0 agli estremi,si ottiene:∫ L
0
WU
dφ
dx
dx−
∫ L
0
dW
dx
k
dφ
dx
dx+
∫ L
0
WQdx = 0
Si utilizza quindi un approssimazione del termine φ mediante funzioni di for-
ma,note,con valori nodali incogniti.Se si sceglie di procedere sendo Galerkin
si ha allora che i pesi di quest’equazione,W, sono funzioni identiche a quelle
utilizzate per approssimare l’incognita.
φ ≈
∑
Njφ˜j
W = Ni
Sotto queste ipotesi l’equazione diventa:
φ˜j
∫ L
0
NiU
dNj
dx
dx+ φ˜
∫ L
0
dNi
dx
k
dNj
dx
dx+
∫ L
0
NiQdx = 0 (2.8)
L’equazione che si ottiene e` funzione della discretizzazione del dominio,del
tipo di funzioni di forma scelte e dei valori scalari di,U,Q,k . Ipotizzando
una discretizzazione uniforme del dominio di lunghezza h,funzioni di forma
lineari(le piu` semplici che l’approssimazione in questo caso ci consente) e
valori costanti per le grandezze scalari si avra`(assemblando le equazioni per
l’elemento i):
(−Pe− 1)φi−1 + 2φ+ (Pe− 1)φi+1 + Qh
2
k
= 0 (2.9)
con Pe=Uh
2K
Numero di Peclet. Questa quantita` rappresenta un utile indi-
catore di quanto il termine convettivo domini quello diffusivo.In un certo
senso,il numero di Peclet e` un indicatore cos`ı come nelle equazioni adime-
sionalizzate del fluido lo e` il numero di Reynolds.
Il sistema di equazioni algebriche ottenuto e` chiaramente non simmetrico e
l’accuratezza della soluzione diminuisce al crescere del numero di Peclet.
Per esempio quando Pe7→ ∞,ovvero quando dominano solamente i termini
convettivi,e la soluzione e` puramente oscillatoria.
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Ai fini dello studio della soluzione,la si ipotizza di tipo esponenziale,φi = ρ
i
portando,per valori di Q nulli,a:
(Pe− 1)ρ2 + 2ρ− (Pe+ 1) = 0
Da cui le due soluzioni:
ρ1,2 =
−1±√1 + Pe2 − 1
Pe− 1 =
(1 + Pe) / (1− Pe)1 (2.10)
In definitiva per le condizioni al contorno, φ0=0 e φM=1 ,nel generico punto
del dominio si ottiene:
φi =
1− (1+Pe
1−Pe
)i
1− (1+Pe
1−Pe
)M
Si puo` osservare come,al crescere di Pe la soluzione oscilli,e quindi si ha un
instabilita`di tipo numerico.
Per risolvere questo problema si puo` pensare di ridurre la dimensione di cella
h fino ad ottenere un numero di Pe<1,ma questa soluzione rischierebbe di
diventare inapplicabile per problemi con domini estesi,in quanto avrebbe un
costo computazionale troppo oneroso.
2.1.1 Metodo Petrov-Galerkin per l’upwinding
Esistono diverse soluzioni proposte;una di queste parte dall’osservare che,la
discretizzazione ottenuta mediante il metodo di Galerkin e` la medesima che
si ottiene impiegando le differenze finite centrali.Riflettendo quindi sul signi-
ficato fisico dell’equazione,quindi sul trasporto di una quantita`,si ipotizza che
questo non sia il punto migliore dove calcolare la derivata.
Si sceglie quindi di discretizzare la derivata prima in un punto φi con un rap-
porto incrementale decentrato,nel quale intervenga il valore φi−1 se il campo
e` diretto verso destra, e φi+1 se il campo e` diretto verso sinistra. Questa tec-
nica prende il nome di upwinding.
Nella formulazione agli elementi finiti si ha in effetti un’approssimazione del
termine di trasporto come nel caso delle differenze centrali,in quanto lo spazio
delle soluzioni e` lo stesso dello spazio delle funzioni test.
E’ necessario quindi decentrare,o disimmetrizzare,le funzioni test scegliendole
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in uno spazio diverso.
Si ottiene allora il metodo Petrov-Galerkin,con Wi 6= Ni.
In particolare,per elementi finiti non lineari,si possono scegliere funzioni peso
come:
Wi = Ni + αW
∗ dove
∫
Ωe
W ∗i dx = ±h2
Il segno di α dipende dal verso della velocita` U.La forma piu` immediata che
si puo` avere per questo termine e` :
αW ∗ = α
h
2
dNi
dx
|signU |
Figura 2.1: Funzioni di forma e funzioni peso nella formulazione
Petrov-Galerkin
Utilizzando ora questa funzione peso nell’equazione 2.8 si ottiene:
[−Pe(α+ 1)− 1]φi−1+[2 + 2αPe]φi+[−Pe(α− 1)− 1]+Qh
k
= 0 (2.11)
Si osserva che,ponendo α = 0 si ottiene la procedura standard di Galerkin,mentre,per
α = 1 si ottiene il metodo di upwind applicato alle differenze finite.
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Si puo` dimostrare poi che il valore ottimale di α che fornisce la soluzione
esatta ad ogni nodo e`:
|α| = αopt = coth |Pe| − 1|Pe| (2.12)
Quanto detto fino ad ora risulta valido solamente se i coefficienti sono costan-
ti.In caso contrario infatti α risulta molto influenzato dalle variazioni di Q
se questo varia con x.
2.1.2 Termine addizionale di diffusione
Confrontando l’equazione 2.10 con l’equazione 2.4 si vede come queste siano
equivalenti inserendo un termine diffusivo all’interno della formulazione stan-
dard di Galerkin,pari a :
Kc =
1
2
αUh
Questa soluzione risulta di piu` facile implementazione rispetto al metodo dei
pesi Petrov Galerkin.
2.1.3 Principio variazionale
L’equazione 2.4,oggetto di questa trattazione,non deriva da alcun princi-
pio variazionale,quindi l’operatore che si ottiene non risulta essere auto-
aggiunto,con i conseguenti problemi di non simmetria e non convergenza.
E’possibile ottenere una formulazione variazionale del problema moltiplican-
do la formula debole dell’equazione per una funzione p.
Si scrive allora la formula debole come:∫ L
0
Wp
[
U
dφ
dx
− d
dx
(
k
dφ
dx
)
+Q
]
dx = 0
Integrando nuovamente per parti si ottiene:∫ L
0
[
W
dφ
dx
(
pU − k dp
dx
)
+
dW
dx
kp
dφ
dx
+WpQ
]
dx+
∣∣∣∣Wpkdφdx
∣∣∣∣L
0
= 0
Per ottenere un operatore simmetrico e` necessario che il primo termine fra
parentesi tonda sia reso uguale a zero:
pU − k dp
dx
= 0 cioe` dp
p
= U
k
dx
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Risolvendo si ottiene quindi:
p = Ce
−2Pe
h
x
In questo caso,applicando l’approssimazione di Galerkin,si ha la migliore ap-
prossimazione possibile.Utilizzando il valore di pm appena determinato e
ripetendo il precedente procedimento si ha quindi,in questo caso,un’equazione
pari a:∫ h
−h
[
dNi
dx
(
ke−2Pe
x
h
) dNj
dx
φj +Nie
2Pe x
hQ
]
dx = 0 (2.13)
Assemblando l’equazione per tre elementi successivi,con la consueta ipotesi
di funzioni di forma lineari,si ottiene la seguente equazione algebrica:
(
1− e−2Pe)φi+1+(e2Pe − e−2Pe)φi−(1− e−2Pe)φi+1− Qh2
2Pek
(
e2Pe − e−2Pe) = 0
(2.14)
Questa formulazione risulta la medesima di quella ottenuta mediante Petrov-
Galerkin.In realta` l’integrazione numerica,sotto funzioni differenti,risulta com-
plessa ed il sistema di equazioni,benche` simmetrico,non e` ben condizionato
se p viene presa continua su tutto il dominio.Per risolvere questi problemi
e` necessario utilizzare una formulazione di p discontinua.Questo fa ricadere
nuovamente nelle situazioni precedenti;tuttavia l’esisteza di un equivalenza
mostra come non sia stata un’introduzione arbitraria quella dell’upwind.
2.1.4 Galerkin least square approximations-GLS
Fino ad ora si e` mostrato come diversi approcci,che partono da considerazioni
differenti,portino alla stessa,o quasi identica,approssimazione.
Viene ora introdotta un’ulteriore approssimazione che risulta utile nel caso
a piu` dimensioni.Per ora ci si limita all’equazione trasporto-diffusiva lineare.
Tale approssimazione nasce dalla fusione del metodo di Galerkin con quello
ai minimi quadrati.
Si riscrive l’equazione di partenza 2.4 come:
Lφ+Q = 0 dove L = U d
dx
− d
dx
(
k d
dx
)
(2.15)
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L’approssimazione standard di Galerkin da` come risultato per la k-esima
equazione:∫ L
0
NkL(N)φdx+
∫ L
0
NkQdx = 0
Si applica ora una minimizzazione dell’errore fra soluzione esatta e soluzione
approssimata,utilizzando un metodo ai minimi quadrati,che risulta espresso
come:
R = Lφˆ+Q e 1
2
d
dφˆk
∫ L
0
R2dx =
∫ L
0
d(Lφˆ)
φk
(
Lφˆ+Q
)
= 0
La combinazione lineare delle due equazioni ottenute con i due diversi metodi
porta ad avere quindi la seguente equazione:∫ L
0
(
Nk + λU
dNk
dx
− λ d
dx
(
k
d
dx
)
Nk
)(
L ˆphi+Q
)
dx = 0 (2.16)
ed e` la medesima dell’approssimazione secondo Petrov-Galerkin con l’incog-
nita λ.Se si trascura il termine di secondo ordine,cosa possibile scegliendo
funzioni di forma lineari,e se si sceglie per il parametro λ il valore
λ =
|α|h
2|U |
Si ottiene nuovamente un’approssimazione identica a quella che si ricava me-
diante Petrov Galerkin.Si noti come,in tutte queste approssimazioni,solamente
mediante la formula variazionale si ottiene l’espressione di α,mentre in tutti
gli altri casi e` necessario utilizzare un’analisi a posteriori per calcolare l’esat-
to valore ottimale di α.
2.1.5 Soluzione steady state in due dimensioni
L’applicazione della discretizzazione standard di Galerkin al problema di
convezione-diffusione e` possibile anche nel caso di funzione scalare in due di-
mensioni.Questa e` la dimensione in cui verranno successivamente effettuate
le simulazioni,per cui risulta utile studiarne l’applicazione.In due dimensioni
l’approccio e` simile al problema in una dimensione.
L’equazione in questo caso sara`:
Ux
∂φ
∂x
+ Uy
∂φ
∂y
− ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
−
(
k
∂φ
∂y
)
+Q = 0 (2.17)
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oppurre in maniera compatta:
Ui
∂φ
xi
− ∂
∂xi
(
k
∂φ
∂x
)
+Q = 0
Anche in questo caso tutti i possibili approcci discussi in precedenza sono
applicabili.Si sceglie di applicare il metodo Petrov-Galerkin,tenendo conto
delle dovute modifiche.
2.1.6 Steamline(Upwind)Petrov Galerkin SUPG
Si parte dalle ipotesi precedenti di Petrov-Galerkin andando a cercare il valore
ottimale per α.In questo caso,approssimando in due dimensioni,il numero di
Peclet sara` definito come:
Pe = Uh
2k
con U =
[
U1
U2
]
(2.18)
Si osserva come il parametro e` una quantita` vettoriale e quindi l’upwinding
necessitera` di essere a sua volta direzionale.
Storicamente i primi tentativi puntavano ad ottenere la formulazione otti-
male utilizzando αW ∗ basate sulle componenti di U associate alle facce degli
elementi ed ottenendo poi le funzioni peso mediante una blending procedure.
Un metodo piu` efficiente fu sviluppato una volta che venne compreso il legame
fra upwind e diffusione,come visto in precedenza nei diversi metodi proposti.
In due o tre dimensioni la convezione e` attiva solamente nella direzione della
velocita`U,e quindi il termine correttivo(o di bilancio) introdotto dall’upwind
dovra` essere anisotropo,con un coefficiente diverso da zero solamente nella
direzione della risultate della velocita`.
Pertanto le singole funzioni peso saranno,per quanto detto,pari a:
Wk = Nk + αW
∗
k = Nk +
αh
2
U1(∂Nk/∂x1)+U2(∂Nk/∂x2)
U
≡ Nk + αh2 UiU ∂Nk∂xi
(2.19)
dove α deve essere determinato secondo l’espressione precedente(2.11) scritta
come:
α = αopt = cothPe− 1
Pe
(2.20)
con
Pe =
|U|h
2k
(2.21)
40 Formulazione agli elementi finiti del fluido
e
|U| = (U21 + U21 )
1
2 o
√
UiUi (2.22)
Tali espressioni valgono con l’ipotesi che le componenti di velocita` U1 e U2
in un particolare elemento siano sostanzialmente costanti.La determinazione
del parametro h con cui calcolare il valore di α e` qualcosa di arbitrario,in
quanto la dimensione e` da valutarsi in ogni singolo caso a seconda della
forma geometrica dell’elemento.Il metodo piu` comune e` quello di considerare
la massima lunghezza nella direzione del flusso.
Figura 2.2: Direzione di U e determinazione di h in elementi diversi
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Proprio per il fatto che questo termine aggiuntivo di bilancio viene inserito
nella direzione del flusso,si parla di steamline upwinding Petrov Galerkin o
piu` sinteticamente SUPG.Nelle discretizzazioni reali non risulta pero` essere
tutto cos`ı immediato:in particolare,nei casi in cui le linee di corrente,o la
risultate della velocita`,siano influenzate e abbiano delle variazioni l’upwind-
ing di questo tipo diviene meno efficacie e necessita di sistemi piu` accurati.
Anche in questo caso e` possibile utilizzare la formulazione variazionale che
permette di valutare la correzione mediante le funzioni esponenziali di p.
Quanto detto fino ad ora vale per un analsi steady state.E’ tuttavia impor-
tante tenere presenti queste problematiche,che si ripresenteranno,in forma di-
versa nell’equazione transiente.All’interno di un’integrazione temporale con
time step si vedra` come questi metodi possano essere modificati,ma essenzial-
mente la filosofia che stara` alla base delle procedure sara` quella qui esposta.
2.2 Soluzione transiente
Si studia ora l’equazione completa e si studiano le procedure necessarie
per ottenere la soluzione mediante time-step.Ancora una volta si proced-
era` attraverso lo studio dell’equazione del fluido con la notazione prece-
dente,considerando quindi l’equazione del trasporto con l’aggiunta del ter-
mine derivativo temporale.
L’equazione quindi sara`,nel caso sia sempre F=F(φ) e U=∂F/∂φ:
∂φ
∂t
+ U
∂φ
∂x
− ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
+Q = 0 (2.23)
In un’equazione di questo tipo puo` essere utile,in base anche a quanto visto
in precedenza,cercare di studiarle lungo particolari traiettorie.
Per fare questo si opera un cambio di variabile da x a x
′
in modo che:
dx
′
i = dxi − Uidt
Si puo` notare come con questo cambio di variabile si abbia per φ(x
′
i, t)
∂φ
∂t x cost
=
∂φ
∂x
′
i
∂x
′
i
∂t
+
∂φ
∂t x′cost
= −Ui ∂φ
∂x
′
i
+
∂φ
∂t x′cost
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Sotto queste ipotesi l’equazione monodimensionale diviene quindi semplice-
mente:
∂φ
∂t
− ∂
∂x′
(
k
∂φ
∂x′
)
+Q(x
′
) = 0 (2.24)
Equazioni di questo tipo possono essere discretizzate spazialmente con il
metodo di Galerkin e risolte con le procedure tradizionali di integrazione
nel tempo.
Sono stati proposti molti metodi risolutivi per le equazioni transienti di un
fluido:i piu` coerenti con quanto visto fino ad ora sono sicuramente quei metodi
che introducono una diffusione artificiale nella maniera in cui e` stato illustrato
con Petrov-Galerkin,ma questa volta in una maniera piu` consistente con le
equazioni.
Due sono le principali metodologie utilizzate:procedure basate sull’uso delle
caratteristiche che conducono al metodo delle caratteristiche di Galerkin e
procedure basate sull uso di discretizzazioni temporali di ordine superiore
chiamate metodi Taylor-Galerkin
2.2.1 Metodi basati sulle caratteristiche
Se l’equazione viene scritta come la 2.23,ossia lungo una caratteristica o in
‘maniera convettiva’,allora il termine convettivo scompare e quindi la dis-
cretizzazione spaziale standard secondo Galerkin risulta essere l’approssi-
mazione ottimale.Se si volesse risolvere l’equazione in questa maniera sarebbe
necessario aggiornare la mesh ad ogni step,e risolvere quindi su una mesh nuo-
va il problema ogni volta. Questo metodo risulta impraticabile nel caso di
piu` dimensione.L’idea alla base pero`,che computanzionalmente risulta van-
taggiosa,e` quella di separare il contributo convettivo da quello diffusivo,con
un’operazione che sin d’ora viene definita come split.
Si considera l’equazione 2.22 e la si separa in due forme in modo che sia:
φ = φ∗ + φ∗∗
e sia
∂φ∗
∂t
+ U
∂φ
∂x
= 0 un sistema puramente convettivo (2.25)
mentre
∂φ∗∗
∂t
− ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
+Q = 0 (2.26)
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rappresenti il termine auto-aggiunto,dove Q contiene i termini sorgente i
termini di reazione e il termine(∂U/∂x)φ.
Sia φ∗ che φ∗∗ vengono approssimate in maniera standard come:
φˆ∗ = Nφ˜
∗
φˆ∗∗ = Nφ˜∗∗
In un generico time step da tn a tn+∆t=tn+1 si assumono come condizioni
iniziali:
t = tn φ∗ = 0, φ∗∗ = φ∗n (2.27)
Operando una discretizzazione standard mediante Galerkin dell’equazione di
diffusione,e` possibile ricavare φ˜∗∗n+1,sulla mesh fissa dall’equazione:
M∆φ˜∗∗n = ∆tH
(
φ˜n +Θ∆φ˜∗∗n
)
+ f (2.28)
con
φ˜∗∗n+1 = φ˜∗∗n +∆φ˜∗∗n (2.29)
Nel risolvere l’equazione convettiva si assume che φ∗ rimanga identico lungo
la caratteristica.Come si puo` notare dalla figura 2.3, il valore iniziale di φ∗n
interpolato dalla funzione di forma al tempo n subisce uno spostamento ed
una distorsione.
Il nuovo valore e` dato da:
φ∗n+1 = N(y)φ˜∗n y = x+ U∆t (2.30)
Dato che necessitiamo di approssimare φ∗n+1 mediante una funzione di for-
ma,dovremo scrivere una proiezione per interpolare questo valore come:∫
Ω
NT
(
Nφ˜∗n+1 −N(y)φ˜∗n
)
dx = 0 (2.31)
che porta ad avere:
Mφ˜∗n+1 =
∫
Ω
[
NTN(y)dx
]
φ˜n (2.32)
dove N=N(x) ed M e`
M =
∫
Ω
NTNdx
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Nel caso di una procedura in due o tre dimensioni la valutazione degli integrali
risulta essere molto complessa,ed essendo eseguita numericamente la stabilita`
di questa formulazione dipende direttamente da come vengono valutati tali
integrali.La stabilita` e l’accuratezza di questo schema sono quindi legati alla
precisione dell’integrazione ma anche dai termini diffusivi,dove sono state
condotte diverse approssimazioni.
Figura 2.3: Distorsione delle mesh nell’integrazione temporale
Si applica quanto detto all’equazione lineare iniziale con uno schema esplici-
to.Si scrive l’equazione lungo la caratteristica,come:
∂φ
∂t
(x
′
(t), t)− ∂
∂x′
(
k
∂φ
∂x′
)
−Q(x′) = 0 (2.33)
Si osserva come,nella coordinata x
′
,l’accelerazione convettiva scompare e i
termini sorgente e diffusivi sono una media lungo la caratteristica.
La discretizzazione spaziale e` ottimale;per quel che riguarda la discretiz-
zazione temporale si sceglie,lungo la caratteristica:
1
∆t
(
φ1+n − φn (x−δ)
) ≈ Θ [ ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
−Q
]n+1
+(1−Θ)
[
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
−Q
]
(2.34)
Il valore di Θ e` legato al tipo di discretizzazione che si vuole utilizzare.Per
comodita` in questa sezione si sceglie un metodo semi implicito con Θ pari
a 0.5;successivamente verranno messe in luce le differenze che sorgono nel
trattare l’equazione con diversi valori. Risolvere l’equazione con le coordinate
in movimento implica il dover calcolare nuovamente ad ogni step tutta la
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mesh.Per superare questa difficolta` si espande in serie di Taylor il termine
nodale noto:
φn|(x−δ) ≈ φn − δ∂φ
n
∂x
+
δ2
2
∂2φn
∂x2
+O(∆t3)
Assumendo Θ = 0.5 si espande il termine diffusivo come:
1
2
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
|(x−δ) ≈ 1
2
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)n
− δ
2
∂
∂x
[
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)n]
+O(∆t2) (2.35)
1
2
Q|(x−δ) = Q
2
− δ
2
∂Qn
∂x
(2.36)
δ = U˜∆t rappresenta la distanza percorsa dalla particella nella direzione
x,pari a ,dove U˜ e` un valore medio della velocita` lungo la caratteristica.
Diverse approssimazioni della velocita` portano a differenti termini di sta-
bilizzazione. Inserendo le equazioni 2.34 e 2.35 all’interno dell’equazione di
discretizzazione nel tempo,2.33,si ottiene quindi:
φn+1 − φn = −∆t
{
U
∂φn
∂x
− ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)n+1/2
+Qn+1/2
}
+
+∆t
{
∆t
2
∂
∂x
[
U2
∂φ
∂x
]
− ∆t
2
U
∂2
∂x2
(
k
φ
∂x
)
+
∆t
2
U
∂Q
∂x
}n
dove:
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)n+1/2
=
1
2
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)n+1
+
1
2
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)n
(2.37)
e
Qn+1/2 =
Qn+1 +Qn
2
(2.38)
Nell’equazione sono stati trascurati i termini di ordine superiore.Se cos`ı non
fosse si avrebbe un metodo di ordine superiore,come si vedra` in seguito il cos`ı
detto metodo di Taylor Galerkin
2.2.2 Metodo Taylor-Galerkin
In questo tipo di schema si combinano la formula di Taylor troncata al
prim’ordine con una discretizzazione spaziale secondo Galerkin.
Pertanto la variabile scalare e` espansa come:
φn+1 = φn +∆t
∂φn
∂t
+
∆t2
2
∂2φn
∂t2
+O(∆t3) (2.39)
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Dall’equazione 2.22 abbiamo allora che allo step n la derivata temporale della
variabile scalare e` pari a:
∂φn
∂t
=
[
−U ∂φ
∂x
+
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
−Q
]n
(2.40)
e di conseguenza la derivata seconda sara`:
∂2φn
∂t2
=
∂
∂t
[
−U ∂φ
∂x
+
∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
−Q
]n
(2.41)
Sostituendo le equazioni 2.39 e 2.40 all’interno della 2.38 si ottiene:
φn+1−φn = −∆t
[
U
∂φ
∂x
− ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
+Q
]
−∆t
2
2
∂
∂t
[
U
∂φ
∂x
− ∂
∂x
(
k
∂φ
∂x
)
+Q
]n
(2.42)
Si osserva come il metodo delle caratteristiche e quello di Taylor,si equival-
gono nel caso monodimensionale.
La difficolta` in metodi di questo tipo risiede nel fatto che la caratteristica
puo` attraversare piu` elementi della griglia di calcolo.
L’algoritmo deve essere quindi in grado di individuare l’elemento in cui cade
il ‘piede’ della caratteristica e che sappia tener conto della possibilita` che la
caratteristica termini sul bordo del dominio computazionale.
2.2.3 Metodi a passi frazionati-split algorithm
Contrariamente a quanto visto fino ad ora,esistono degli algoritmi che spez-
zano l’avanzamento temporale in due step differenti,in cui vengono risolte
le equazioni del momento e di continuita` separatamente.Per questo motivo
vengono chiamati ‘a passi frazionati’.
Questa applicazione risulta utile nel caso sia necessario spezzare l’equazione
in due passi,per ciascuno dei quali viene affrontato un singolo problema.Questi
modelli sono molteplici e vari,e possono utilizzare diverse tecniche.Anche il
metodo delle caratteristiche appena visto si rifa`,in un certo senso,a questo
procedimento,in quanto risolve l’equazione lungo una direzione preferenziale
nella quale l’equazione risulta piu` semplice.Nello spezzare l’operatore,da qui
l’espressione operator splitting,si possono considerare diversi aspetti.L’idea
principale resta sempre quella di risolvere la parte di equazione senza il con-
tributo della pressione,che nell’iterazione resta congelata,e risolvere succes-
sivamente un problema di Poisson da cui si calcola la pressione e il valore
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correttivo della velocita` calcolata nel primo step.Metodi di questo tipo saran-
no mostrati in diretta applicazione al fluido.
3 Risoluzione delle equazioni di Navier Stokes
Si considera ora l’applicazione delle tecniche appena viste al caso reale,cercando
di sottolineare il piu` possibile il legame con quanto appena visto.
Si riscrivono per comodita` le equazioni:∂u∂t − ν∆u+ u (u∇) +∇p = fdivu = 0 (2.43)
o in notazione indiciale:
∂ui
∂t
− ν ∂
2ui
∂x2i︸ ︷︷ ︸
termine diffusivo
+
n∑
j=1
uj
∂ui
∂xj︸ ︷︷ ︸
termine di trasporto
+
∂p
∂xi
− f︸ ︷︷ ︸
termine Q
= 0
n∑
j=1
∂uj
∂xj
= 0 (2.44)
Per completezza si riportano i passaggi per la derivazione della formulazione
debole dell’equazione,che nella formulazione scalare mono dimensionale sono
stati saltati o considerati secondari rispetto all’argomento[7].
La formulazione debole del problema si puo` scrivere come:∫
Ω
∂u
∂t
vdΩ−
∫
Ω
ν∆uvdΩ+
∫
Ω
([(u∇)]u)vdΩ
∫
Ω
∇pvdΩ =
∫
Ω
fvdΩ (2.45)
tilizzando il teorema di Gauss Green si ha:
−
∫
Ω
ν∆uvdΩ =
∫
Ω
ν∇u∇vdΩ−
∫
∂Ω
ν
∂u
∂n
vdnγ (2.46)∫
Ω
∇pv = −
∫
Ω
pdivvdΩ +
∫
∂Ω
pvndγ (2.47)
Sostituendo si ottiene quindi:
∫
Ω
∂u
∂t
vdΩ +
∫
Ω
ν∇u∇vdΩ +
c︷ ︸︸ ︷∫
Ω
[(u∇)u]vdΩ +
∫
Ω
pdivvdΩ =
=
∫
Ω
fvdΩ +
∫
∂Ω
(
ν
∂u
∂n
− pn
)
vdγ ∀v ∈ V (2.48)
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Nella seconda equazione si moltiplica per la funzione test q :∫
Ω
qdivudΩ = 0 ∀q ∈ Q (2.49)
Lo spazio V sara` scelto con la condizione che le funzioni testi si annullino sul
bordo,e sara`:
V =
[
H1ΓD(Ω)
]d
=
{
v ∈ [H1(Ω)]d : vΓD = 0} (2.50)
Per garantire le condizioni di unicita` nel caso della soluzione nel caso del-
la funzione q si nota che la pressione appare sempre sotto derivata. Questo
significa che se ( u,p) e` soluzione del problema lo sara` anche ( u , p+c),con
c costante qualsiasi dato che ∇(p + c) = ∇p.Per evitare tale indetermi-
nazione e` necessario che fissare il valore di p in un punto x0 del dominio di
risoluzione,ossia porre
p(x0) = p0
oppure
(p, 1) =
∫
Ω
pdΩ = 0 media delle pressioni nulla
La seconda condizione si presenta come consistente per il problema per cui
si sceglie come spazio di definizione della funzione q:
Q = L20(Ω) =
{
p ∈ L2(Ω) : (p, 1) = 0} (2.51)
La formulazione debole del problema e` percio`:
trovare u ∈ L2
(
R+; [H1(Ω)]
d
)
∩ C0
(
R+; [L2(Ω)]
d
)
, p ∈ L2(R+;Q)∫
Ω
∂u
∂t
vdΩ + ν
∫
Ω
∇u · ∇vdΩ +
∫
Ω
[(u · ∇)u] · vdΩ −
∫
Ω
pdivvdΩ =
=
∫
Ω
f · vdΩ +
∫
ΓN
ϕ · vdγ ∀v ∈ V,
∫
Ω
qdivudΩ = 0 ∀q ∈ Q (2.52)
La discretizzazione nell spazio delle equazioni di Navier Stokes da allora luogo
al seguente problema: ∀t > 0 , trovare (uh(t), ph(t)) ∈ Vh ×Qh tali che:(
∂uh(t)
∂t
,vh
)
+ a (uh(t),vh(t)) + c (uh,uh(t),vh(t)) + b (vh(t), ph(t)) =
= (fh(t),vh(t)) ∀vh ∈ Vh,
b (uh(t), ph) = 0 ∀qh ∈ Qh
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Dove {Vh ∈ V} e {Qh ∈ Q} sono due sottospazio di dimensione finita.
Le forme bilineari a(.,.) e b(.,.) sono quelle ricavate nei precedenti casi,ottenute
integrando le funzioni di forma nel dominio Ω.La forma trilineare c(.,.,.) e`
associata al termine convettivo non lineare.
Il problema e` cos`ı ridotto ad un problema di equazioni differenziali alge-
briche.Utilizzando allora la notazione matriciale possiamo scrivere:
M
du(t)
dt
+ Au(t) + C (u(t))u(t) +BTp(t) = f(t) (2.53)
Bu(t) = 0 (2.54)
Con u(0)=u0 condizione iniziale.C(u(t)) e` una matrice che rappresenta il
contributo non lineare,che infatti dipende da u.Il suo generico elemento e`
quindi Cij(t) = c(u(t), Ni, Nj).
E’ necessario ora sviluppare una procedura per l’integrazione numerica nel
tempo delle equazioni.
3.1 Metodo di Eulero
A questo punto si deve risolvere la parte temporale del problema.Si sceglie di
risolvere le equazioni con il metodo Θ che discretizza la derivata temporale
come un semplice rapporto incrementale e sostituisce gli altri termini con una
combinazione lineare,dipendente dal parametro reale Θ,del valore al tempo
t e al tempo tn+1.
• Θ=0 si ha lo schema di Eulero in avanti (Metodo Esplicito)
• Θ=1 si ha lo schema di Eulero all’indietro ( Metodo Implicito)
• Θ=1/2 si ha il metodo di Crank Nicholson o dei trapezi.
I primi due metodi presentano un accuratezza temporale del primo ordine
mentre il metodo dei trapezi presenta un’accuratezza temporale del second’
ordine.
Sono possibili anche metodi differenti,con una accuratezza migliore ed incon-
dizionatamente stabili,che pero` non vengono qui esposti,in quanto il principio
e il modus operandi e` il medesimo.
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Si ha quindi:
• un+1Θ = Θun+1 + (1−Θ)un
• pn+1Θ = Θpn+1 + (1−Θ)pn
• fn+1Θ = Θf(Θtn+1 + (1−Θ)tn)
Sostituendo quest’espressione all’interno delle equazioni 2.52 e 2.53 si ottiene
il seguente sistema di equazioni algebriche:
M
un+1 − un
∆t
+ Aun+1Θ + C(u
n+1
Θ )u
n+1
Θ +B
Tpn+1Θ = f
n+1
Θ (2.55)
Bun+1 = 0 (2.56)
Si hanno quindi differenti casi,con condizioni sulla stabilita` in alcuni casi:
3.1.1 Metodo Esplicito-Θ=0
In questo caso,supponendo note le condizioni al tempo tn si ha :
Mun+1 = H(un,pn, fn) (2.57)
Bnn+1 = 0 (2.58)
Dove la matrice M,la matrice delle masse,e` definita come:
mij =
∫
Ω
NiNjdΩ
e l’operatore H e` definito come:
H = ∆t
[−Aun − C(un)un −BTpn + f]
In questo caso si ha che il metodo e` sovradimensionato nell’incognita un+1,mentre
non permette di determinare l’incognita pn+1.
Si puo` allora sostituire nell’equazione di bilancio del momento il valore pn
con pn+1 in modo da ottenere:
1
∆t
Mun+1 +BTpn+1 = G (2.59)
Bun+1 = 0 (2.60)
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con G un vettore opportuno.In realta` questa soluzione e` una discretizzazione
semi implicita in quanto per la velocita` si e` scelta una discretizzazione es-
plicita mentre per la pressione una discretizzazione implicita. A questo pun-
to,dato che M e` una matrice simmetrica defintia positiva la soluzione del
sistema sara`:
BM−1BTpn+1 = BM−1G (2.61)
La velocita` si ricava poi sostituendo il valore della pressione ottenuta nella
2.58.
La stabilita` del metodo e` data dalla condizione:
∆t ≤ Cmin(h2/ν, h/(maxx∈Ω |un|)) (2.62)
3.1.2 Metodo implicito-Θ = 1
In questo caso il metodo risulta incondizionatamente stabile.Quello che si
ottiene e` pero` un sistema algebrico non lineare,corrispondente alla discretiz-
zazione agli elementi finiti del problema di Navier Stokes stazionario:
− ν∆z + (z · ∇)z +∇p+ z
∆t
= f˜ (2.63)
divz = 0 (2.64)
Tale sistema di equazione viene generalmente risolto mediante una tecnica di
tipo Newton accoppiata con un metodo Krylov(Generalized Minimal Resid-
ual Method GMRES o Biconiugate gradient method) per la risoluzione del
sistema lineare che si ottiene ad ogni passo del ciclo di Newton.Si hanno
quindi 3 cicli successivi in questo caso:
1. iterazione temporale: tn → tn+1
2. iterazione di Newton: xn+1k → xn+1k+1
3. iterazione di Krylov: [xn+1k ]j → [xn+1k ]j+1
3.1.3 Metodo semi implicito-Θ=1/2
In questo caso si ha Θ=1/2 si ha un trattamento della parte lineare in maniera
implicita e del termine non lineare con un metodo esplicito.Si ottiene quindi
52 Formulazione agli elementi finiti del fluido
un metodo lineare:
1
∆t
Mun+1 + Aun+1 +BTpn+1 = G (2.65)
Bun+1 = 0 (2.66)
G rappresenta la soluzione di un sistema lineare ottenuto dalla risoluzione del
problema di Stokes. In questo caso si ha allora che la condizione di stabilita`
e` data da:
∆t ≤ C h
maxx∈Ω |un| (2.67)
3.2 Metodi a passi frazionati
Si considera il generico problema evolutivo:
∂U
∂t
+ LU = f (2.68)
dove L sia un operatore differenziabile scomponibile nella somma di due
operatori:
LU = L1U + L2U
I metodi a passi frazionati risolvono il problema dell’avanzamento temporale
da tn a tn+1 in due o piu` passi.Dapprima viene risolto il problema conside-
rando solo L1,quindi si corregge la soluzione considerando l’operatore L2.Per
questo motivo questi metodi sono detti anche operator splitting.
In questa maniera si cerca di ridurre un problema che si presenta complesso
in due problemi piu` semplici,confinando in ognuno di essi gli effetti e le prob-
lematiche ad essi associati.
In tal senso gli operatori possono essere scelto in base a considerazioni fisiche
sulla base del problema che si sta risolvendo.
Per questo motivo quanto detto prima riguardo alla risoluzione col metodo
delle caratteristiche puo` essere considerato come un metodo a passi frazionati.
Una schema possibile per la risoluzione del problema e` quello proposto da
Yanenko. Si calcola u˜ soluzione di
1.
u˜− un
∆t
+ L1u˜ = 0
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2.
un+1 − u˜
∆t
+ L2u
n+1 = f
Sommando i due si ottiene che la variabile u˜ scompare e si ha il problema
formulato nella variabile un+1 con
un+1 − un
∆t
+ Lun+1 = fn +∆tL1
(
fn − L2un+1
)
(2.69)
Se gli operatori sono ellittici allora lo schema e` incondizionatamente stabile
rispetto a ∆t.
Si applica questa strategia alle equazioni di Navier Stokes cercando di sep-
arare la parte di equazione che interessa la non linearita` della parte di
equazione che soddisfa l’incomprimibilita`.
L1 = −ν∆u+ (u · ∇)u (2.70)
L2 = ∇p− f (2.71)
Si procede quindi come appena esposto:
1. si risolve la seguente equazione di diffusione per la velocita` u˜n+1
u˜n+1 − un
∆t
−ν∆u˜+ (u∗ · ∇)u∗∗ = fn+1 inΩ
u˜n+1 = 0 su∂Ω (2.72)
2. si risolve in seguito il problema accoppiato nelle incognite un+1 e pn+1
un+1 − u˜n+1
∆t
+∇pn+1 = 0 inΩ
divun+1 = 0 inΩ (2.73)
un+1 · n = 0 su∂Ω
u∗ e u∗∗ possono essere u˜n+1o un a seconda che nel primo passo si trattino i
termini convettivi in maniera implicita o semi implicita.
In questa maniera la velocita` intermedia calcolata nel primo passo viene
corretta al secondo passo in modo da soddisfare il vincolo di incomprimi-
bilita`.La risoluzione nel primo passo si riduce alla risoluzione di un problema
di trasporto diffusione,quindi mediante la soluzione di stabilizzazione viste
nella trattazione di steady state.
La risoluzione del secondo passo risulta invece piu` complessa.Si applica l’op-
eratore divergenza alla prima equazione del secondo passo.si trova:
div
un+1
∆t
− div u˜
n+1
∆t
+∆pn+1 = 0
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Questo problema risulta un problema ellittico con condizioni al contorno di
Neumann
−∆pn+1 = −div u˜n+1
∆t
inΩ
∂pn+1
∂n
= 0 su∂Ω (2.74)
Dalla risoluzione della 2.73 si ricava la pn+1 e quindi la velocita` un+1 e` pari
a :
un+1 = u˜n+1 −∆t∇pn+1 suΩ (2.75)
che rappresenta in modo esplicito la correzione del termine della velocita`.
Il procedimento quindi permette di risolvere le equazioni risolvendo il proble-
ma scalare ellittico,dove si considera la pressione costante,e si ottiene l’incog-
nita u˜n+1.Si risolve poi l’equazione del problema ellittico ottenendo cos`ı la
pn+1 ed infine si opera la correzione sulla velocita` finale un+1.
Per esempio si ipotizza di studiare il termine convettivo in maniera esplicita
e quindi con u∗=u∗∗=un ottenendo attraverso una discretizzazione spaziale
un sistema lineare nella forma:(
1
∆t
M + A
)
u˜n+1 = f˜
n+1
(2.76)
In questo modo il problema risulta disaccoppiato e la risoluzione consiste nella
risoluzione di problema ellittici scalari per ogni componente di velocita`.Nel
trattare in questa maniera l’equazione si ottiene un metodo condizionata-
mente stabile. Se si utilizza invece un metodo di avanzamento implicito,si
hanno u∗=u∗∗=u˜n+1.
Questa volta risulta incondizionatamente stabile,ma composto da un’equazione
di diffusione trasporto non lineare accoppiata nelle componenti spaziali.Si
ottiene quindi un problema piu` difficile da risolvere rispetto a quello prece-
dente.Ancora una volta tale problema potra` essere risolto mediante un meto-
do iterativo di tipo Newton combinato con un metodo di Krylov.
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4 Generazione della griglia
4.1 Reticolazione di un dominio poligonale
I metodi numerici per la risoluzione delle equazioni differenziali alle derivate
parziali richiedono una ‘reticolazione’del dominio computazionale,ossia una
partizione del dominio stesso in unita` geometriche piu` semplici,che andranno
a costituire gli elementi finiti.
Dato un dominio poligonale Ω limitato in R2,possiamo associare ad esso una
griglia (o partizione) τh di Ω in poligoni K tali che:
Ω =
⋃
K∈τh
K
dove Ω e` la chiusura di Ω,e:
• Ko 6= ∅,∀K ∈ τh;
• Ko1 ∩Ko2 = ∅ per ogni K1, K2 ∈ τhe K1 6= K2;
• se F= K1 ∩K2 6= ∅ con K1, K2 ∈ τh e K1 6= K2,allora F e` o un intero
lato o un vertice della griglia;
• indicato con hk il diametro di K,per ogniK ∈ τh,definiamo h=maxk∈τhhK .
Dove viene denotato con Ko = K/∂K l’interno di K.La griglia τh viene anche
detta reticolazione,o talvolta triangolazione (in senso lato) di Ω.
I vincoli imposti alla griglia dalle prime due condizioni sono ovvie:in par-
ticolare la seconda richiede che per due elementi distinti le parti interne
non si sovrappongano.La terza condizione limita le triangolazioni ammissi-
bili a quelle cos`ı dette conformi.si considereranno successivamente solamente
triangolazioni conformi.Vengono considerate solo triangolazioni regolari,per
le quali cioe`,per ogni elemento K ∈ τh,il rapporto tra il diametro hK e la
sfericita` ρK(diametro del cerchio inscritto) sia minore di una certa costante
prefissata.
Nelle applicazioni si e` soliti distinguere le griglie in strutturate e non strut-
turate.Le griglie strutturate utilizzano essenzialmente elementi quadrangolari
e sono caratterizzate del fatto che l’accesso ai vertici adiacenti ad un dato
nodo (o agli elementi adiacenti ad un dato elemento)e` immediato.
Infatti e` possibile stabilire una relazione biunivoca fra i vertici della griglia
e le coppie di numeri interi (i,j),i=1, . . . , Ni , j=1, . . . , Nj tale per cui,dato il
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nodo di indici (i,j) i quattro vertici adiacenti sono in corrispondenza con gli
indici (i-1,j),(i+1,j),(i,j+1),(i,j-1).Il numero totale di vertici sara` pari allora
a Ni ·Nj.
Nelle griglie non strutturate,invece,l’associazione fra un elemento della griglia
ed i suoi vertici deve essere esplicitamente memorizzata nella cosiddetta ma-
trice delle connettivita`,la quale,per ciascun elemento,fornisce la numerazione
dei suoi vertici.
Un codice sviluppato per griglie strutturate si potra` avvantaggiare della
‘struttura’ della griglia e,a parita` di elementi,produrra` normalmente un algo-
ritmo piu` efficiente sia in termini di memoria che di tempi di calcolo,rispetto
ad uno schema analogo su di una griglia non strutturata.Per contro le griglie
non strutturate offrono una maggiore flessibilita` sia dal punto di vista della
triangolazione di domini di forma complessa sia per la possibilita` di raf-
finare/deraffinare localmente la griglia.
Griglie non strutturate bidimensionali sono in genere formate da triangoli,anche
se e` possibile avere griglie non strutturate quadrangolari.
4.2 Generazione di griglie strutturate
L’idea piu` elementare per generare griglie strutturate su un dominio di forma
qualunque Ω consiste nel trovare una mappa regolare ed invertibile M tra il
quadrato Ω = [0, 1] × [1, 0] (chiamato quadrato di riferimento) e Ω.Si pro-
cede quindi generando una reticolazione,ad esempio uniforme,nel quadrato
di riferimento e si utilizza poi la mappa M per trasformare le coordinate dei
vertici in Ωˆ nella corrispondente in Ω.
Vi sono diversi aspetti di questa procedure che devono essere considerati con
la dovuta attenzione.
1. La ricerca della mappaM e` spesso non semplice.Inoltre tale mappa non
e` unica.in generale e` opportuno che sia la piu` regolare possibile.
2. Una reticolazione uniforme del quadrato di riferimento non fornisce in
genere una griglia ottimale in Ω.Infatti,normalmente,si vuole control-
lare la distribuzione dei vertici in Ω ,e questo,in generale ,puo` essere
realizzato solo generando delle griglie non uniformi sul quadrato di rifer-
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imento,la cui spaziatura dipendera` sia dalla spaziatura desiderata in Ω
che dalla mappa M scelta.
3. Anche se la mappa e` regolare(per esempio di classe C1) non e` garan-
tito che gli elementi della griglia prodotta in Ω siano ammissibili,in
quanto essi non sono l’immagine tramite M degli elementi corrispon-
denti in Ωˆ.Basti solo pensare che,se si desiderano elementi Q1 in Ω,essi
dovranno avere lati paralleli agli assi cartesiani mentre l’immagine di
una reticolazione Q1 sul quadrato di riferimento produce ,se la mappa
e` non lineare,lati curvi in Ω.In altre parole,la mappa viene fatta agire
solamente sui vertici della griglia da Ωˆ e non sugli spigoli.
4.3 Generazione di griglie non strutturate
Si considerano ora la generazione di griglie non strutturate ad elementi
triangolari.I due principali algoritmi utilizzati per tale scopo sono:
• triangolazione di Delaunay1;
• tecnica di avanzamento di fronte.
4.3.1 Triangolazione di Delaunay
Una triangolazione di n punti in R2 si dice di Delaunay se il cerchio circo-
scritto a ciascun triangolo non contiene alcun vertice al proprio interno.
Essa gode della seguente proprieta`:
1. dato un insieme di punti,la triangolazione di Delaunay e` unica,a meno
di situazioni particolari in cui M punti(con M>3) giacciono su una
circonferenza;
2. tra tutte le triangolazioni possibili,la triangolazione di Delaunay e` quel-
la che minimizza il minimo angolo dei triangoli della griglia(proprieta`
di regolarita` max-min);
3. l’insieme formato dall’unione dei triangoli e` la figura convessa con area
minima che racchiude l’insieme di punti dato(detto anche inviluppo
convesso).
1L’algoritmo per la generazione della triangolazione fu inventato da Boris Delaunay
nel 1934.E’ interessante notare come con lo stesso cognome,nei primi del novecento,si
affermasse il pittore Robert Delaunay,esponente del cubismo,che fece della scomposizione
delle immagini di Parigi in triangoli e volumi astratti,un suo tratto distintivo
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A causa della terza proprieta` la triangolazione di Delaunay non permette di
controllare l’aspetto di forma dell’elemento generato,proprio per la proprieta`
max-min.D’altra parte in certe situazioni puo` essere utile generare triangoli
‘allungati’ in una certa direzione,per esempio per ben rappresentare uno stra-
to limite.
Sono stati sviluppati anche algoritmi di triangolazione generalizzata,in cui la
condizione sul cerchio circoscritto viene sostituita da una condizione analoga
sull’ellisse circoscritta al triangolo in esame.In quest modo,regolando oppor-
tunamente la lunghezza e la direzione degli assi di tale ellisse si possono
generare elementi allungati nella direzione voluta.
Gli algoritmi utilizzati per generare le griglie sono di tipo incrementale,cioe`
generano una successione di griglie di Delaunay aggiungendo un vertice alla
volta.
4.3.2 Tecnica di avanzamento di fronte
Per procedere nella generazione di questa griglia e` necessario conoscere la
spaziatura desiderata per gli elementi della griglia che verra` generata.
Si suppone che su Ω sia definita una funzione H,detta di spaziatura,che for-
nisca per ogni punto P di Ω le dimensioni della griglia ivi desiderata,ad
esempio,tramite il diametro hK degli elementi che devono essere generati in
un intorno di P.
Se si volesse controllare anche l’aspetto di forma degli elementi generati,H
avra` una forma piu` complessa.
La generazione della griglia inizia col generare i vertici lungo la frontiera del
dominio.Fatto questo puo` iniziare il processo intrinseco di avanzamento del
fronte.Esso e` descritto da una struttura dati che contiene la lista dei lati che
definiscono la frontiera tra la porzione di Ω gia` triangolata e quella ancora
da triangolare.
All’inizio del processo il fronte contiene i lati di frontiera.
Durante il processo di generazione delle griglia,ogni lato del fronte e` disponi-
bile per creare un nuovo elemento,che viene costituito connettendo il lato
scelto o con un vertice della griglia gia` esistente o con un nuovo vertice.La
scelta se utilizzare un vertice esistente o crearne uno nuovo dipende da diversi
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fattori,tra cui la compatibilita` tra la dimensione e la forma dell’elemento che
verrebbe generato con quelle fornite dalla funzione di spaziatura H.Inoltre il
nuovo elemento non deve intersecare alcun lato del fronte.
Una volta generato il nuovo elemento,i suoi nuovi lati verranno ‘aggiunti’
al fronte in modo che quest’ultimo descriva la nuova frontiera tra la parte
triangolata e non,mentre il lato di partenza viene rimosso dalla lista dati.
In questo modo,durante il processo di generazione,il fronte avanzera` dalle
zone gia` triangolate verso la zona ancora da triangolare.
L’algoritmo d generazione consta quindi dei seguenti passi:
1. definire la frontiera del dominio che deve essere triangolato;
2. inizializzare il fronte come una curva lineare a tratti conforme al bordo;
3. scegliere il lato che deve essere eliminato dal fronte in base a qualche
criterio;
4. per il lato,diciamo AB,scelto:selezionare il vertice ‘potenziale’C,cioe`
quel punto all’interno del dominio distante da AB secondo quanto
definito dalla funzione spaziatura H desiderata,cercare un eventuale
punto C’ gia` esistente nel fronte in un intorno opportuno di C.Se la
ricerca ha successo ,c’ diventa il nuovo punto potenziale.
5. stabilire se il triangolo ABC interseca in qualche altro lato del fronte.In
caso positivo selezionare un nuovo punto potenziale del fronte e ripar-
tire;
6. aggiungere il nuovo punto C,i nuovi lati e il nuovo triangolo ABC alle
corrispondenti liste;
7. cancellare il lato AB dal fronte e aggiungere i nuovi lati; se il fronte
non e` vuoto,continuare dal punto 3.
La tecnica di avanzamento del fronte puo` essere utilizzata per la generazione
di griglie ad elementi quadrati.

Capitolo 3
L’interazione fluido
struttura-FSI
I been on lots of roads,and any time
I may have to take off and go on more’
- Ernest Hemingway -
1 Il domini computazionali e la loro rappre-
sentazione
La risoluzione del problema accoppiato di interazione fra fluido e strut-
tura necessita per la sua risoluzione un metodo ALE,Arbitrary Lagrangian-
Eulerian.In termini computazionali il metodo ALE permette di analizzare
l’interazione fluido struttura in una procedura agli elementi finiti.
Il dominio in cui si presenta il problema di interazione puo` essere schematiz-
zato in 3 regioni:
• Il Dominio fluido,Ωf in cui sono risolte le equazioni di Navier Stokes
per un fluido incomprimibile mediante i metodi appena visti.
• IlDominio strutturale,Ωs,in cui le equazioni del moto della struttura
sono risolte.
• L’interfaccia dei due modelli,in cui devono essere rispettate delle con-
dizioni cinematiche e statiche affinche` i due domini interagiscano effet-
tivamente fra di loro.
Per quanto visto fino ad ora la modellazioni e la discretizzazione del dominio
del fluido viene fatta mediante una descrizione di tipo euleriano.Questo com-
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porta che la mesh rimanga fissa nel tempo e vienga attraversata dalle parti-
celle di fluido(fig3.1(a)).
Nella simulazione dell’interazione fluido struttura,questa rappresentazione
risulta chiaramente inadeguata.
Il dominio del fluido e` a contatto con il dominio della struttura.
Il dominio strutturale e` caratterizzato,invece,da una rappresentazione di tipo
Lagrangiano,nel quale il moto della particella segue il moto della mesh(fig3.1(b)).
Pertanto la mesh del fluido,a contatto con la struttura,deve seguirla nella sua
evoluzione temporale.E’necessario quindi trovare un modo per caratterizzare
l’interazione cos`ı che le due rappresentazioni possano interagire fra di loro.
Questo viene appunto fatto mediante la formulazione arbitraria lagrangiana
ed euleriana che permette di mantenere la continuita`.
La caratterizzazione del dominio del fluido e` stata affrontata nel capitolo
Figura 3.1: Differenti approcci di modellazione del continuo
precedente. La rappresentazione del dominio strutturale puo` essere fatta in
molte maniere.Nella trattazione attuale non si e` interassati alle sollecitazioni
che nascono all’interno della struttura,quanto piuttosto alle sue caratteris-
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tiche di forma,essenziali per il comportamento aerodinamico e aeroelastico
della struttura,e alle sue caratteristiche dinamiche che ne caratterizzano l’in-
sorgere dell’instabilita`.
Il dominio viene quindi generalmente rappresentato con elementi 2d,che garan-
tiscono la forma,e per le caratteristiche dinamiche sono concentrate nei nodi.
L’equazione del moto della struttura,e quindi del dominio,sara` data da:
Msv˙s +Csvs +Ksxs = Fs (3.1)
Ms, Cs e Ks rappresentano le matrici delle masse,delgi smorzamenti e di
rigidezza del sistema.
Queste matrici saranno diagonali o no a seconda che i gradi di liberta` che
rappresentano siano accoppiati o no fra loro.
Queste informazioni seviranno poi a caratterizzare dinamicamente la strut-
tura,andando a definire nella maniera usuale la frequenza propria.
Le dimensioni della matrice saranno date dal numero di gradi di liberta` del
sistema,che a priori puo` essere assunto pari a n,quindi il metodo non neces-
sita a priori dell’utilizzo di due gradi di liberta`.
Nell’equazione 3.1 sono stati diversificati(sempre con il pedice s che rapp-
resenta la parte strutturale)lo spostamento e la velocita` del corpo dato che
questi valori saranno quelli da uguagliare per fare s`ı che la mesh del fluido e
della struttura si mantengano a contatto.
Come si vede poi(a differenza dell’equazione 1.15 per esempio)in questo ca-
so la forzante del sistema ad ogni interazione sara` pari alla risultante delle
azioni che esercita il fluido sulla struttura.
2 Approccio ALE
Appare quindi chiara la necessita` che la mesh fluida a contatto con il corpo
si muova con una velocita` pari alla velocita` del corpo,vs,e alla stessa maniera
che lo spostamento della mesh sia lo stesso di quella del corpo,xs.
Mediante la formulazione ALE e` possibile conciliare gli aspetti Lagrangiani
del solido con quelli Euleriani del fluido ed ottenere quindi un approccio uni-
ficato.
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Osservando la fig 3.1 si vede che,volendo caratterizzare la mesh con una ve-
locita`,detta um,e` possibile caratterizzare i differenti approcci descrittivi.Nel
caso Euleriano infatti,dato che la mesh resta fissa nel tempo si ha che um=0,e
la particella fluida si muove attraverso essa con velocita` u.
Nella rappresentazione lagrangiana invece la particella rimane all’interno del-
la singola cella e quindi la mesh si muove con la velocita` della particella,quindi
u=um.
Appare chiaro quindi che nell’interazione fluido struttura si dovra` avere che
um=vs.
Questo porta una modifica nelle equazioni di Navier Stokes(NS) viste in
precedenza.Come si vede dalla figura 3.1(c) si avra` ora che la velocita` con-
vettiva della particella,nel riferimento in movimento,e` pari alla differenza fra
u e um.
Ad ogni iterazione quindi e` necessario avere un equazione che permetta il
movimento della mesh in maniera uniforme durante il moto e che eviti ecces-
sive distorsioni.
2.1 Moto della mesh
In generale si assume che il moto della mesh sia dato dall’equazione:
Kmixmi = Fmi (3.2)
con Fmi le forze che tendono a far muovere l’i-esimo nodo e Kmi una pseudo
rigidezza.Questo problema chiaramente non e` da considerarsi con significato
fisico,come moto di un corpo,infatti non sono presenti termini inerziali o di
smorzamento.
La mesh e` modellata come un solido elastico,ma solo per poter aggiornare
ad ogni time step la sua configurazione e garantire un integrita` della griglia.
Sono diverse le formulazioni che vengono utilizzate per descrivere il moto della
mesh,e si basano sulla definizione della rigidezza,mentre il termine forzante
viene ricondotto alla velocita` al contorno,quindi a vs. Considerando che i sia
un nodo interno della mesh fluida e j sia un nodo sulla frontiera,appartenente
al solido e quindi caratterizzato dalla velocita` del dominio,la velocita` della
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mesh nel nodo i,uim,nella direzione dell’asse xk,e` data da:
uimk =
Pn
j=1 aiju
j
mkPn
j=1 aij
(k = 1, 2) (3.3)
Dove n rappresenta in numero di nodi appartenenti alla frontiera del dominio
strutturale e aij rappresenta il coefficiente di rigidezza,nella forma di un coef-
ficiente di influenza tra il nodi interni ed il nodo sulla frontiera.Viene definito
come rigidezza in quanto e` pari a aij = 1/(d
n
ij),dove dij rappresenta la distan-
za fra il nodo i e il nodo j e n≥1.Generalmente il parametro n no puo` essere
modificato in un software commerciale per cui se la mesh degenera(in un
certo senso si ‘rompe’) e` necessario andare ad aumentare la discretizzazione
e a ridurre il passo temporale.Se e` possibile intervenire su n si ha invece che
piu` n aumenta piu` la distorsione della mesh diminuisce.
Questo set di equazioni verra` quindi risolto ad ogni iterazioni.Per questo in
molte iterazioni,se il costo computazionale e` gia` alto,si separe il fluido in una
zona in cui la mesh e libera di muoversi,e quindi schematizzabile col metodo
ALE,e in una dove viene posto il vincolo di um=0,dove il dominio e` caratter-
izzato da una rappresentazione di tipo Euleriana.
2.2 Sistema delle equazioni risolutive
Si richiede quindi la condizione di continuita` all’interfaccia fra i due domi-
ni.La continuita` sara` data percio` da un criterio cinematico e da uno tension-
ale,come espresso nell’equazione del dominio strutturale.Queste condizioni
andranno verificate per tutti i punti dell’interfaccia ad ogni istante dell’anal-
isi.
Detta l’interfaccia fra fluido e struttura ΓmovI (t) e caratterizzando le coordi-
nate spaziali sull’interfaccia con I si avra` per il campo degli spostamenti:
xIs = x
I
m suΓ
mov
I (t) (3.4)
al fine di garantire che lo spostamento della mesh segua lo spostamento del
dominio strutturale. Il la velocita` del fluido e quella della mesh dovranno
soddisfare l’uguaglianza:
vIf = um suΓ
mov
I (t) (3.5)
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Questa condizione e` data dal fatto che se si ipotizza la condizione di no-slip
dovra` essere nulla la velocita`. Conoscendo le condizioni iniziali e al con-
torno(pressione,velocita` e velocita` della mesh) le equazioni accoppiate del
sistema diventeranno:
∂u
∂t
+ [(u− um) · ∇]u = ν∆u+ f −∇p momento
∆ · u = 0 continuita` (3.6)
Msv˙s +Csvs +Ksxs = Fs dinamica
Km(xm) · xm = Fm mesh
Le equazioni 3.6 permettono ora la completa soluzione del problema mediante
la procedura degli elementi finiti.Le singole parti del sistema possono venir
risolte con le metodologie gia` viste,nel caso del fluido,o supposte note,nel ca-
so della struttura.
Il legame che intercorre fra ogni singola equazione del sistema puo` aiutare a
comprendere meglio la natura dell’interazione fluido struttura.
Il termine forzante all’interno dell’equazione del moto contiene la risultante
delle forze fluidodinamiche che agiscono sulla superficie del corpo.La velocita`
dell’interfaccia e` funzione della velocita` della struttura per la condizione di
no-slip.
Lo spostamento della struttura dipende dall’intensita` delle forze aeroelas-
tiche.Di conseguenza lo spostamento della mesh xm dipendera` dal movimen-
to del corpo xs.Questo comporta una modifica,da parte del termine um,dello
stato del fluido ed in particolare del termine convettivo,quello che contiene le
non linearita` del problema e che trasporta le informazioni del fluido(velocita`
e pressione).
Si ha quindi come conseguenza la modifica del campo di pressioni e quindi
nuovamente una modifica delle forzanti sulla superficie del corpo.
Si ha quindi che anche con una descrizione di questo tipo il problema presenti
la sua natura di reciproco condizionamento dell’interazione fra il fluido e la
struttura.
3.3 Metodi risolutivi 67
3 Metodi risolutivi
Il sistema di equazioni 3.6 risulta essere molto complesso in quanto forte-
mente accoppiato.In base alle varie considerazioni fatte in precedenza appare
chiaro che il sistema sara` condizionato dal passo di integrazione temporale,e
non sempre il passo che soddisfa una delle equazioni soddisfera` anche le altre.
La risoluzione delle equazioni del fluido puo` avvenire attraverso i metodi visti
in precedenza:sia metodi basati sullo split,sia metodi basati sull’integrazione
nel tempo.
Per il modello strutturale si utilizza generalmente il metodo di Newmark.Per
valori di δ=1/2 e α=1/4 si ha il metodo dell’accelerazione media.Per δ=1/2
e α=1/6 quello dell’accelerazione lineare.In questo caso si preferisce gen-
eralmente il metodo dell’accelerazione media,in quanto incondizionatamente
stabile e sopratutto perche` non presenta dissipazione numerica.
Dato che il fenomeno che si studia e` caratterizzato da un elevato scambio
di energia fra i due sistemi,e` preferibile utilizzare un metodo che non induca
dissipazioni fittizie e quindi dia un’erronea rappresentazione del problema.
Le due principali strategie risolutive per ottenere che vi sia uno scambio di
informazioni ad ogni iterazione sono gli algoritmi di tipo straggered(sfalsati)
o di tipo monolithic(diretti)[10].
3.1 Straggered algorithms
Note le condizioni che sussistono all’interfaccia fra il fluido e la struttura ci si
concentra su queste,per poi integrare il dominio,con i metodi noti,mediante
le condizioni note.
Le equazioni vengono risolte in successione,tenendo come termine di controllo
l’errore relativo dello spostamento delle due mesh e l’errore relatico fra i due
campi di tensione.
L’algoritmo,al tempo t,per determinate la soluzione al tempo t+ ∆t pone
una soluzione di tentativo per il solido:
x0s = x
t
s e τ
0
s = τ
t
s
Quello che si vuole determinare sono le incognite Xs e Xf ,dove Xs rappresen-
ta le variabili del sistema solido e Xf sono le variabili del fluido.In maniera
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sintetica possono scriversi le equazioni del sistema come:
Ff = F [Xf , ds(Xs)]
Fs = F [Xs, τ(Xf )]
Lo spostamento di tentativo viene applicato all’equazione del fluido che viene
risolta con il metodo scelto:
1. Ff = F [X
k
f , λdd
k−1
s + (1− λd)dk−2s ] = 0
Vengono generalmente utilizzati dei fattori di rilassamento (0 < λd < 1) che
risultano utili per ottenere la convergenza,dato che le equazioni non sono
risolte nella stessa matrice e quindi possono talvolta necessitare di metodi
numerici per far convergere il sistema.
In generale λd ≈1 permette di ottenere la soluzione in poche iterazioni,se
il sistema converge.D’altra parte piu` il fattore di rilassamento e` vicino a 0
di hanno maggiori possibilita` che la soluzione converga a fronte pero` di un
maggiorn numero di iterazioni.
Ottenuta la soluzione Xf ,e quindi le pressioni che agiscono sulla struttura,si
risolvono l’equazione statica:
2. Fs = F [X
k
s , λττ
k−1
f + (1− λτ ) τ k−2f ]
Anche il campo delle tensioni presenta la possibilita` di inserire un fattore di
rilassamento con le medesime caratteristiche di quelle dette in precedenza.
Si calcola ora lo spostamento del nodo fluido come:
3. dkf = λdd
k
s + (1− λd) dk−1s
A questo punto e` necessario verificare il residuo sia dello spostamento sia
delle tensioni.Non necessariamente tutti e due i criteri devono essere soddis-
fatti.Se il criterio e` soddisfatto l’algoritmo si arresta,la soluzione del sistema
al tempo t+∆t e` nota e si procede al passo successivo.
Nel caso in cui non sia soddisfatto l’algoritmo ritorna con il valore aggiorna-
to.
si vede come la scelta del time step debba essere tale da far si che tutti e due
i sistemi possano essere integrati correttamente.
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Un indicatore della dimensione del time step per il problema dinamico puo`
essere la frequenza propria del sistema strutturale.Nella maggior parte delle
situazioni e` pero` il fluido,mediante la condizione di Courant,che general-
mente soddisfa abbondantemente le condizioni date dalla struttura.In questa
maniera nessuna informazione e` persa durante la risoluzione del sistema.
All’interno di questa procedura e` possibile utilizzare per le equazioni del flu-
ido sia l’integrazione temporale sia lo split,in quanto la loro risoluzione e`
separata dalla risoluzione strutturale.Tuttavia si deve sempre tener presente
che la discretizzazione spaziale e la scelta degli elementi finiti va ad influen-
zare la risoluzione delle equazioni che descrivono il moto della mesh.
Schematicamente l’algoritmo si puo` rappresentare come:
Figura 3.2: Rappresentazione schematica del procedimento risolutivo
straggered
3.2 Monolithic o risoluzione diretta
Un approccio alternativo e` quello di scrivere tutte le equazioni all’interno di
un unico sistema.Per la natura delle equazioni il sistema sara` non lineare
e verra` risolto quindi mediante una procedura di Newton-Rapshon.Come
si vede in figura 3.3 la matrice del sistema diventa una matrice a blocchi.
dove: nf ,nx,ns e ni rappresentano il numero di equazioni delle incognite del
fluido,della mesh del fluido,del solido e dell’interfaccia.Nella figura sono rap-
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Figura 3.3: Matrici del sistema diretto
presentati anche i blocchi delle matrici,dove A,B e C rappresentano le sotto
matrici del sistema fluido,della mesh del fluido e del solido.I termini fuori
dalla diagonale,D ed E,rappresentano il contributo misto fra le diverse com-
ponenti del sistema.In particolare D e` la sotto matrice a blocco formata dalle
reazioni del solido lungo l’interfaccia.
Questa procedura si rivela piu` rapida ma presenta delle difficolta` per il tipo
di problema.
Si ha infatti un minor controllo sulla velocita` della mesh ad ogni time step e
sopratutto non si ha il controllo dell’energia che i due sistemi si scambiano.
In questo sistema non sono piu` applicabili le usuali tecniche risolutive per i
diversi sistemi viste in precedenza.In particolare risulta complesso agire sui
singoli parametri che influenzano il sistema.
Come si vede dalla figura 3.1,in questo caso risulta vantaggioso diminuire il
costo computazionale andando a suddividere il dominio fluido in una parte
fissa,che qui e` espressa come Euleriana e quella espressa dalla mesh in movi-
mento.
Schematicamente l’algoritmo si puo` rappresentare come in fig 3.4
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Figura 3.4: Rappresentazione del procedimento risolutivo monolithic

Capitolo 4
Simulazione numerica di lock-in
per una sezione cilindrica
Non prometto nulla di completo dato che
ogni cosa umana creduta completa deve essere
per questa stessa ragione essere certamente
difettosa’
-Herman Melville-
1 Descrizione teorica del fenomeno di lock-in
La seguente descrizione fisica del fenomeno di lock in e` presa principalmente
dal testo Lezioni di Ingegneria del vento[11].
1.1 Fenomeno del distacco dei vortici
Un corpo immerso in una corrente fluida e` delimitato da uno strato limite
superficiale che si separa alternativamente dalle regioni laterali dando vita ad
una scia di vortici che defluisce a valle del corpo.La natura della scia dipende
sensibilmente dal numero di Reynolds:
Re =
UD
ν
(4.1)
dove ν e` la viscosita` cinematica del fluido,U e` la velocita` media del flusso in-
cidente,e D e` la dimensione caratteristica del corpo nella direzione normale a
quella del flusso.Nella figura 4.1 si vede schematicamente l’effetto del numero
di Reynolds sul processo di formazione della scia.
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Figura 4.1: Caratteristiche della sica di un cilindro circolare al variare di Re
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Per valori bassi di Re,circa per Re < 5,le linee di flusso seguono il contorno
della sezione(flusso non separato).Nell’intervallo 5 ≤ Re ≤ 40,il flusso si sepa-
ra nella regione a valle del cilindro formando una coppia di vortici simmetri-
ci.Se il numero di Reynolds viene incrementato ulteriormente,40 < Re ≤
150,la scia diventa instabile e vortici si staccano alternativamente dalle re-
gioni lateralidel cilindro formando una scia di vortici di tipo laminare(regime
laminare).
Nell’intervallo 150 < Re ≤ 300 la scia comincia a diventare turbolenta anche
se lo strato laminare del cilindro e` ancora laminare.
I numeri di Re compresi tra300 < Re ≤ 3 · 105 caratterizzano una scia
completamente turbolenta(regime sub critico).Il regime critico si manifes-
tano nell’intervallo 3 · 105 < Re ≤ 3.5 · 106 ed e` caratterizzato da una scia
turbolenta e disorganizzata a tal punto che non e` piu` distinguibile il distacco
di vortici.Infine,per Re> 3.5 · 106 si ha un regime super critico dove riappare
nuovamente il distacco di vortici all’interno di una scia turbolenta.
I vortici si staccano dalle regioni laterali del corpo con una frequenza,fvs(con
il pedice vs che rappresenta il Vortex-Shedding),che segue la nota legge del
numero di Strouhal:
fvs = St
U
D
(4.2)
dove St e` il numero di Strouhal che dipende da diversi parametri,quali ad es-
empio la forma della sezione,che influenza sempre le forzanri aerodinamiche,ed
il numero di Reynolds. Si puo` notare che la legge del numero di Strouhal e`
una legge lineare(4.2).
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Figura 4.2: Legge del numero di Strouhal
1.2 Sincronizzazione del distacco dei vortici
Ci si riferisce in seconda analisi allo studio del fenomeno del distacco dei
vortici da una sezione di forma circolare,in quanto uno dei casi piu` studiati
in letteratura.
Quando la frequenza del distacco dei vortici uguaglia la frequenza di os-
cillazione trasversale del cilindro elasticamente sospeso o ad elasticita` dif-
fusa,si instaura una complessa interazione fluido-struttura che si traduce
in notevoli ampiezze di oscillazione,pari addirittura al diametro del cilindro
per cilindri poco smorzati.
La sincronizzazione e` un fenomeno molto complesso di cui,in questa sede,si
ricordano le caratteristiche principali di interesse strutturale.
Considerando l’equazione 4.2,e ponendo fvs = f0,dove f0 e` la frequenza di os-
cillazione trasversale del cilindro,si ottiene la velocita` critica,ossia la velocita`
per cui si ha la piena sincronizzazione del distacco dei vortici:
Ucr =
f0D
St
(4.3)
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Tuttavia il fenomeno si estende su un intervallo di velocita`,intorno alla veloc-
ita` critica,all’interno del quale la legge del numero di Strouhal risulta essere
violata.La risposta,come per ogni sistema dinamico,diminuisce all’aumentare
dello smorzamento strutturale e si assesta su valori della velocita` critica de-
crescenti.
La massima risposta dipende fortemente dal parametro massa-smorzamento:
Ks =
mξs
ρD2
(4.4)
dove m e` la massa per unita` di lunghezza,ρ e` la densita` dell’aria,D e` la di-
mensione trasversale della sezione del corpo e ξs rappresenta lo smorzamento
strutturale.
In generale si parla di smorzamento strutturale pari a ξs =
c
2mω0
e di smorza-
mento aerodinamico pari a ξa =
ca
2mω0
.Si definisce quindi lo smorzamento
totale come:
ξt = ξs + ξa (4.5)
Lo smorzamento aerodinamico dipende dalla forma della sezione investita
dalla corrente,ed e` a favore di sicurezza se positivo,in quanto contribuisce ad
aumentare lo smorzamento strutturale,mentre valori negativi se e` a sfavore
di sicurezza,contribuisce a diminuire lo smorzamento strutturale.
Generalmente si preferisce fare riferimento al numero di Scruton:
Sc = 4piKs =
4pimξs
ρD2
(4.6)
ed esistono alcune relazioni matematiche che esprimono la massima ampiezza
di oscillazione in funzione del numero di Scruton:si riportano le relazioni di
Griffin e Randberg [12]:(y
d
)
max
=
1.29
[1 + 0.43 (2piS2t Sc)]
3
.35
(4.7)
Un altra caratteristica del fenomeno di sincronizzazione e` l’aumento della
correlazione della forza di Lift lungo il cilindro.Si parla di correlazione in
quanto la forma che viene assunta,nello studio dei fenomeni aeroelastici,per
la forzante eolica e` quella di una variabile aleatoria Gaussiana.Di conseguenza
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anche la risposta della struttura risulta essere una variabile aleatoria.
Nel caso di piu` variabili aleatorie si definisce la funzione di distribuzione di
probabilita` congiunta[13].Ad esempio,date due variabili aleatorie,X e Y si ha:
FXY (x, y) = P (X ≤ x ∩ Y ≤ y) =
∫ x
−∞
∫ y
−∞
pXY (ζ, η)dζdη (4.8)
con la condizione che l’integrale della densita` di probabilita` congiunta sia
pari ad uno∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
pXY (x, y)dxdy = 1
In generale e` possibile risalire alla singola funzione densita` di probabilita` di
una sola variabile aleatoria,ad esempio Y,con:∫ +∞
−∞
PXY (x, y)dx
La dipendenza di due variabili aleatorie e` espresso dal coefficiente di corre-
lazione:
ρXY =
E [(X − µX) (Y − µY )]
σXσY
(4.9)
Si ha quindi che se le due variabili aleatorie sono statisticamente indipendenti
ρXY=0 e quindi la funzione probabilita` condizionale sara`:
PXY (x, y) = PxPY
Se invece ρXY=1 le due variabili sono statisticamente dipendenti,e dunque
la densita` di probabilita` sara` pXY (x,y).
Per ampiezze di oscillazione molto elevate la forza di Lift risulta quasi com-
pletamente correlata.
Da un punto di vista strutturale e` importante ricordare che sebbene la rispos-
ta possa esser notevolmente amplificata dall’interazione fluido struttura,le
oscillazione strutturali non divergono,a meno che non sia nullo lo smorza-
mento,ossia presentato un ciclo limite per una data velocita` compresa nell’in-
tervallo di sincronizzazione.Quindi la risposta strutturale puo` essere mitigata
andando ad aumentare per esempio lo smorzamento strutturale.
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1.3 Risposta across wind delle strutture
Sono possibili diverse teorie per studiare la risposta across wind delle strut-
ture,che variano a seconda della definizione della forzante.
Il modello di Vickery e Basu [14],valido per strutture snelle verticali a sezione
circolare.
L’equazione viene ora scritta per un sistema ad un singolo grado di lib-
erta`,specializzazione della:
y¨+2ξsω0y˙+ω
2
0y =
∫ h
0
F (z, t) =
∫ h
0
Fvs(z, t)+Fv(z, t)+Fae(z, t) (4.10)
dove ω0 = 2pif0 e` la frequenza angolare della struttura,e si suppone che le
varie componenti della forzante F(z,t) siano fra loro scorrelate.Viene anche
trascurata la forzante dovuta alla turbolenza laterale che si ritiene trascur-
abile.
1.3.1 Forzante dovuta al distacco dei vortici
Il distacco dei vortici induce una forzante normale alla direzione del ven-
to(forza di Lift) pseudo-armonica:
Fvs(z, t) =
1
2
ρµUD(z)CL(z, t) (4.11)
dove D(z) e` la dimensione normale al vento,che nella presente trattazione e`
il diametro della struttura che varia con l’altezza z della struttura z.CL(z,t)
e` il coefficiente di Lift per unita` di lunghezza e σ2L la sua varianza.
La densita` spettrale del coefficiente di Lift e` generalmente espressa come:
SCL(z, f) =
σ2L√
piBfvs
e
h
−( 1−f/fvsB )
2i
(4.12)
ossia come una sorta di campana di Gauss(fig4.3) la cui larghezza e` determi-
nata dal parametro B che dipende dall’intensita` di turbolenza:
B2 = B0 + 2I
2
u
dove B0 e` il valore di B in flusso laminare,generalmente compreso tra 0.05 e
0.1.
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Figura 4.3: Spettro di CL al variare della turbolenza
Si ricorda che il vento,in quanto generalmente turbolento,puo` essere inteso
come un processo stocastico in cui ciascun vortice contribuisce a caratteriz-
zarne l’energia[15] ovvero la densita` spettrale.La natura turbolente porta ad
avere un continuo trasferimento di energia fra le diverse scale di vorticosita`.La
densita` spettrale di un vortice dipende dalle dimensione e dal periodo pro-
prio(o dalla propria frequenza).Il vortice a seconda della sua scala puo` avere
una prevalenza di forze fluide inerziali o forze fluide viscose.Nei vortici di
maggiori dimensioni prevalgono le forze inerziali(si veda per esempio il dis-
tacco di vortici dal cilindro per il regime sub critico),mentre in quelli piu`
piccoli prevalgono le forze viscose.Queste forze tendono a dissipare maggiore
energia,che viene a sua volta sostenuta con il trasferimento di energia dai
vortici di dimensioni maggiore.
In base ad alcune evidenze sperimentali e` possibile semplificare il problema.La
componente longitudinale del vento e` caratterizzata da un gap spettrale che
garantisce la stazionarieta` del valor medio eolico su un periodo compreso tra
dieci minuti ed un ora.Si possono trattare separatamente allora le compo-
nenti medie della velocita`,che induce una risposta statica,e quella fluttuante
data dalla turbolenza che comporta la risposta di tipo dinamica.
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Si studia quindi come un processo aleatorio da studiare con opportuni mod-
elli statistici.Il fatto che sia possibile approssimare il vento come un processo
Gaussiano spiega il tipo di spettro utilizzato per rappresentare la componente
dinamica.Piu` aumenta la turbolenza del fenomeno piu` si allarga la campana
che rappresenta lo spettro del Lift,in quanto esistono diverse scale di vorti-
cosita` che trasferiscono energia alla struttura.
Ora la correlazione della forzante indotta dal distacco dei vortici,tenendo
presente l’equazione 4.10,e` data dalla relazione:
RFvsFvs(τ) =
∫ h
0
∫ h
0
(
1
2
ρµ2U
)2
D(z1)D(z2)E [CL(z1, t)CL(z2, t+ τ)] ×
× ψ(z1)ψ(z2)dz1dz2 =
=
∫ h
0
∫ h
0
(
1
2
ρµU
)
D(z1)D(z2)RCLCL(z1, z2, τ)ψ(z1)ψ(z2)dz1dz2 (4.13)
dove RCLCL e` la funzione di autocorrelazione.Operando la trasformata di
Fourier della 4.13 si ottiene lo spettro della forzante di Lift:
SFvsFvs(f) =
∫ h
0
∫ h
0
(
1
2
ρµ2U
)2
D(z1)D(z2)SCL(z1, z2, f)×
× ψ(z1)ψ(z2)dz1dz2 =
=
∫ h
0
∫ h
0
(
1
2
ρµ2L
)2
D(z1)D(z2)
√
SCLCL(z1, f)SCLCL(z2, f)×
× Cohvs(z1, z2, f)ψ(z1)ψ(z2)dz1dz2 (4.14)
dove la funzione di coerenza e` indipendente dalla frequenza
Cohvs(z1, z2, f) = cos
(
2 |z1 − z2|
3
)
e
»
−
“ |z1−z2|
3
”2–
(4.15)
1.3.2 Forzanti aeroelastiche
L’interazione aeroelastica tra il flusso e la struttura si traduce in un ampli-
ficazione della risposta che talvolta puo` essere anche notevole e insostenibile
per la struttura.Per riprodurre numericamente tale amplificazione si utilizza
una forzante viscosa che introduce uno smorzamento aerodinamico come ri-
portato nell’equazione 4.5.Sperimentalmente si osserva che,per ampiezze di
oscillazioni molto grandi,forzanti viscose lineari non garantiscono un ciclo
limite,pertanto si ricorre ad uno smorzamento non lineare.In particolare si
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definisce la forza come:
fae,d(z, t) = ka(y˙ −Gy˙3) (4.16)
dove ka e G sono due costanti.Generalmente pero` si tende ad utilizzare una
forzante viscosa linearizzata,pertanto si ha:
fae,d(z, t) = 4pif0ρD
2(z)Kao
[
1−
(
λ
σy
D(z)
)2]
(˙y) (4.17)
dove il termine (σy7 (λD(z)))
2 garantisce la presenza di un ciclo limite per
oscillazioni elevate.
La definizione di una forzante aeroelastica interessa solamente per andare a
definire lo smorzamento aerodinamico di modo da poter definire lo smorza-
mento totale.Lo smorzamento aerodinamico della struttura,ad un grado di
liberta` viene preso pari a :
νae = −ρD
2
m
[
c1 − c
2
2
D2
]
(4.18)
Con c1 e c2 costanti che dipendono dal rapporto fra velocita` media e velocita`
critica del fluido incidente e valgono uno in condizione di µU = µUcrit .
E’ da notare come,in accordo con la definizione data in precedenza,lo smorza-
mento aerodinamico sia negativo,vada quindi ad abbassare lo smorzamento
strutturale e sia percio` a sfavore di sicurezza.
1.3.3 Valutazione della risposta strutturale sincronizzata
La risposta del sistema puo` quindi ora essere calcolata nel dominio delle
frequenze mediante la formula:
Syy(f) = |H(f)|2 SFF (ω) (4.19)
dove l’ammettenza strutturale e` definita come:∣∣H(f)2∣∣ = 1
M2ω40
1[(
1− f2
f20
)2
+ 4νt
(
f
f0
)2]
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Lo spettro della forzante sara` dato invece semplicemente dallo spettro della
forzante indotta dal distacco dei vortici(dato che si e` trascurato il contributo
del drag che si traduce in contributo della turbolenza laterale)per cui:
SFF = SFvsFvs
Per definire la risposta massima si definisce la varianza,che in condizione di
sincronizzazione,f=f0 potra` essere scritta come:
σ2y =
∫ ∞
0
Syy = SFvsFvs(f0)
∫ ∞
0 |H(f)|2 df (4.20)
da cui si ricava che la risposta massima sara`:
ymax = µy +Kpσy = kpσy (4.21)
dove,dato che la risposta data dal distacco dei vortici sia in regime stazionario
sia in condizione di sincronizzazione hanno media nulla.L’andamento della
risposta in funzione del parametro Ks e` riportato in figura 4.4,mostra come
le ampiezze in condizione di sincronizzazione siano decisamente maggiori di
quelle in regime forzato dove l’interazione aeroelastica svanisce.
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Figura 4.4: Risposta del cinindro al variare di del parametro massa
smorzamento.
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2 Analisi aerodinamiche-cilindro fisso
Note le caratteristiche teoriche del fenomeno di interazione fluido struttura,la
sua riproduzione numerica mediante il software commerciale ADINA viene
ora presa in considerazione.Gli step successivi per arrivare ad una buona
simulazione,data la presenza di piu` modelli che interagiscono fra loro,sono i
seguenti:
• ottenere risultati fluidodinamicamente,quindi aerodinamicamente,corretti
per il problema in esame.
• modellare la struttura con il suo corretto comportamento dinamico.
• risolvere i dei due modelli accoppiati.
Si procede quindi ora alla determinazione di un modello fluido dinamicamente
corretto.
2.1 Dati geometrici
Il problema di un cilindro fisso investito da una corrente fluida e` uno dei
problemi classici con cui viene validato il funzionamento di un software di
calcolo.Generalmente quindi nelle diverse simulazioni ci si rifa` a prove su
geometrie fissate.
La geometria che si considera in questo caso e` quella di un box con un
cilindro avente centro distante 4 volte il suo diametro,grandezza geometrica
di riferimento del problema,dall’ingresso del box e distante 12D dall’uscita
del box.
Figura 4.5: Dati geometrici del problema
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Su questa geometria sono basati tutti i testi e gli articoli che sono stati
successivamente consultati per validare la simulazione numerica.In questa
maniera,identificando D risultano univocamente definite tutte le relazioni.E’
stata sottolineata anche la velocita` del fluido in ingresso in quanto,assieme
al diametro di riferimento,identifica univocamente l’altro parametro della
simulazione,come visto nel paragrafo 4.1.1,il numero di Reynolds.
2.1.1 Condizioni al contorno e condizioni iniziali
Le condizioni al contorno devono essere specificate per garantire una corretta
simulazione,come visto nel capitolo 2.
Le condizioni al contorno per il modello saranno sempre di tipo no-slip sulla
superficie del cilindro.Come visto in precedenza il fenomeno del distacco dei
vortici e` altamente influenzato dallo strato limite,e questo puo` venir riprodot-
to solamente tramite una condizione no slip [16],che fissa la velocita` sulla
frontiera del dominio pari a zero.
Figura 4.6: Condizione al contorno no slip
Dall’altro lato,la velocita` sulle pareti del box non deve essere necessariamente
zero.E’possibile utilizzare anche la slip condition,che in altri software com-
merciali e` indicata come condizione di simmetria.Questa condizione infatti
puo` essere applicata solamente quando il fenomeno fluido dinamico avviene
ad una distanza dalla parete del box tale da non influenzare il fenomeno.
La condizione che impone al vettore della velocita` e` infatti di avere compo-
nente normale pari a zero.
Nel corso delle simulazioni e` emerso come queste condizioni portino allo stesso
4.2.2 Generazione della mesh 87
Figura 4.7: Condizione al contorno slip
risultato fluido dinamico e siano quindi equivalenti.E’importante pero` assi-
curarsi sempre che questa condizione sia verificata in quanto se il cilindro si
trovasse ad una distanza minore dalle pareti del box,non sarebbe necessari-
amente verificata questa condizione di equivalenza.
Vanno poi specificate le condizioni iniziali,che saranno il valore della veloc-
ita` in ingresso.In queste simulazioni la velocita` in ingresso presenta sola-
mente la componente lungo z,quindi perfettamente orizzontale rispetto alle
pareti.Anche per questo il fenomeno non e` influenzato dalle condizioni al
contorno.
Questo valore rimane poi costante,nel caso di una simulazione transiente,per
tutto il tempo dell’analisi.
2.2 Generazione della mesh
La generazione della mesh consiste fondamentalmente nel decidere le dimen-
sioni degli elementi che discretizzano il dominio computazionale,scegliere il
tipo di elemento finito e scegliere che tipo di algoritmo si vuole utilizzare per
la generazione della mesh.
Riguardo alla generazione della griglia si e` gia` detto nel capitolo 2.4:a tale
scopo dei modelli proposti quello che meglio si propone per descrivere il flui-
do in questa situazione un algoritmo di tipo Delauny.Questo principalmente
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per il fatto che questo tipo di generazione della griglia permette di raffittire
la mesh nei punti piu` critici,principalmente dove si ha un alto gradiente di
pressioni.In articolare,data la natura del fenomeno,il distacco dei vortici ne-
cessita,per essere colto in maniera corretta,una discretizzazione molto fitta
nelle zone attorno allo strato limite del corpo.
Figura 4.8: Mesh utilizzando una tecnica di generazione della griglia di tipo
advancing front
Si puo` vedere come,la generazione di una griglia mediante,per esempio,il
metodo dell’avanzamento di fronte non garantisca la regolarita` che garan-
tisce la generazione della griglia secondo Delauny.In particolare non da` la
possibilita` di avere la mesh piu` fitta attorno al corpo.
E’ da notare tuttavia questa differenza.Nel caso di una griglia generata in
questa maniera si avrebbero le facce delgi elementi ortogonali al flusso.Questo
favorisce l’utilizzo di metodo del tipo upwind.Nel caso degli elementi della
griglia generata secondo Delauny invece l’upwind risulta molto piu` comp-
lesso.
Tramite questo tipo di generazione della griglia e` possibile utilizzare sola-
mente elementi di tipo triangolare con tre nodi,che presentano quindi fun-
zioni di forma lineari.
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In questo caso si perde quindi la possibilita` di ottenere una soluzione piu`
accurata mediante elementi quadrangolari per esempio.Il software necessita
di generare la geometria,come visto in precedenza,e successivamente delle
superfici.La geometria,nello specifico le linee,devono essere suddivise.Dalla
dimensione della suddivisione deriva la dimensione dell’elemento.
La dimensione dell’elemento e` il parametro maggiormente sensibile al cam-
biamento della velocita` in ingresso e quindi sostanzialmente al numero di
Reynolds.Dalla sua scelta dipende la buona rappresentazione della soluzione
o meno.
Nelle diverse simulazioni condotto e` stato quindi necessario individuare le
dimensioni da assegnare alla mesh per far s`ı che la soluzione fosse corretta.
2.3 Scelta del tipo di fluido
Il fenomeno del distacco dei vortici,come visto,e` sensibile al numero di Reynolds.
In particolare,aumentando il numero di Reynolds,si modifica il meccanismo
con cui si innesca il distacco dei vortici.
Tuttavia la presenza di una turbolenza,e quindi di un trasferimento di ener-
gia su diverse scale che porta a fluttuazioni della velocita` e della pressione
comporta una serie di equazioni differenti da quelle classiche di Navier Stokes
viste nel capitolo 2,e che descrivono il comportamento del fluido in condizione
laminare.
L’introduzione di una serie di equazioni che descrivano la natura della tur-
bolenza non e` univoca,data la complessita` del problema.I modelli utilizzati
per rappresentare la turbolenza sono di diverso tipo;possono essere modelli a
una o due equazioni che comportano la generazione e la dissipazione di ener-
gia cinetica(implementati nel codice come modello di turbolenza k−) oppure
modelli del tipo Large eddy simulation che hanno alla base la risoluzione dei
equazioni e un successivo post processing.A seconda del numero di Reynolds
e` necessario,quindi,porre attenzione al tipo di fenomeno che si vuole de-
scrivere.In questo caso l’interesse ricade principalmente sul fatto che uti-
lizzando un modello di fluido laminare nell spettro di risposta della forza di
lift(equazione 4.11) si avra` la presenza di una sola frequenza.Quindi,quanto
piu` il fenomeno sara` attinente a questa ipotesi tanto piu` i risultati ottenuti
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descriveranno il fenomeno.
Andando ad aumentare la velocita`(quindi spostandosi sempre piu` verso il
regime turbolento)come si osserva dalla figura 4.3,aumenta la larghezza dello
spettro e quindi possono non essere colte determinate frequenze utilizzando
un fluido in regime laminare.
Nelle successive simulazioni si e` lavorato con numeri di Reynolds relativa-
mente bassi per cui il confronto fra i due modelli mostra la presenza di un
ulteriore frequenza nel caso del modello turbolento,che pero` risulta general-
mente trascurabile,per questi valori.
2.4 Scelta del solutore
Il software presenta la possibilita` di risolvere le equazioni mediante i metodi
visti in precedenza.
Sono presenti metodi del tipo Newton Rapshon e metodi di tipo Split.
Tuttavia la scelta del tipo di solutore va ad influenzare le dimensioni della
mesh.Come e` stato possibile osservare nelle simulazioni la stessa mesh risolta
mediante i due metodi di risoluzione non ha dato gli stessi risultati.
In particolare,utilizzando il metodo di Newton Rapshon il grafico del Lift ot-
tenuto tende,invece che a stabilizzarsi,a diminuire progressivamente,secondo
uno smorzamento di tipo numerico.
Appare quindi chiara la necessita` di calibrare il modello fluido dinamico piut-
tosto che eseguire un’analisi di fluido struttura accoppiata. Le possibili cause
di questo smorzamento possono essere dovute,in una risoluzione di questo
tipo,o alla mancanza di accuratezza dell’integrazione temporale o ala man-
canza di accuratezza nella risoluzione spaziale.
Sono state eseguite,sulla stessa mesh,integrazioni sia con il metodo di Eulero
sia con metodi di tipo composite.
In particolare si e` utilizzato un metodo di Eulero con θ = 1/2 che presen-
ta accuratezza del secondo ordine,e con un metodo composite,implementato
all’interno di ADINA,che risolve la soluzione al tempo t+∆t mediante due
sotto step.
In entrambi questi casi la soluzione si presentava smorzata.La mancanza di
accuratezza presente nella risoluzione mediante Newton Rapson e` allora im-
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putabile al fatto che gli elementi utilizzano in questo caso procedure di up-
wind del tipo SUPG(equazione 2.19).
In maniera sperimentale(andando via via ad aumentare la densita` della mesh)
e` stato possibile individuare un criterio che facesse da discriminante fra la
buona risoluzione o meno della mesh fluida.Si e` determinato come la soluzione
dipenda direttamente dal numero di cella di Reynolds.
In principio infatti,cos`ı come il numero di Peclet,anche il numero di Reynolds
esprime il rapporto fra le componenti convettive e quelle diffusive,anche se
nel termine di forze inerziali e forze viscose.La soluzione,utilizzando un solu-
tore secondo Newton Rapshon,risulta essere accurata se il numero di cella di
Reynolds e` dell’ordine di 500-1000.Non e` quindi il tipo di solutore ad influen-
zare negativamente la soluzione(Newton Rapshon presenta un accuratezza di
ordine 2),ma la scadente discretizzazione spaziale.
In particolare la condizione deve essere verificata nella zona dove si ha il
maggior gradiente(quindi nell’intorno del cilindro)in una zona individuabile
come un cerchio di raggio il diametro del cilindro.
Chiaramente,essendo fissata la velocita` del fluido in ingresso e la densita`
dell’aria(che gia` di per se si presenta come un fluido dove prevalgono gli ef-
fetti inerziali) l’unico parametro su cui si puo` intervenire per far diminuire il
Reynolds di cella e` quello di andare a diminuire la dimensione della mesh.
Andando a osservare infatti anche per gli schemi composite risulta che il val-
ore del numero di Reynolds di cella rimane sempre al di sopra di 500.
Questo non e` necessario in una risoluzione mediante uno schema split.In par-
ticolare all’interno del solutore sono implementati tecniche numeriche che
permettono di avere un’accuratezza spaziale del secondo ordine,ed e` quin-
di possibile utilizzare delle mesh meno fitte rispetto a quelle utilizzate per
risolvere il problema mediante con un solutore del tipo Newton Rapshon e
l’utilizzo dell’upwind.
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Figura 4.9: Andamento del coefficiente di Lift con smorzamento numerico
Figura 4.10: Valore di Reynolds di cella utilizzando uno schema di
integrazione temporale di tipo composite
4.2.4 Scelta del solutore 93
Figura 4.11: Mesh corretta per Re5000 utilizzando l’upwind
Figura 4.12: Mesh corretta per Re5000 utilizzando metodo di risoluzione di
tipo split
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2.5 Re2000
Sono state effettuate diverse analisi per andare a riprodurre il corretto valore
del coefficiente di Lift,il parametro che descrive la forzante a seguito del
distacco di vortici.In questo caso non essendoci alcuna interazione fra il fluido
e la struttura la mesh sara` caratterizzata da una descrizione di tipo euleriano.
Indicando con Γc la superficie del cilindro avremo che la forza di Lift,ad ogni
istante dell’analisi,sara` pari a:
FL =
∫
Γc
t2dΓ (4.22)
dove t2 e` pari a :
µ
[(
∂u1
∂x2
+
∂u2
∂x1
)
n1 + 2
∂u2
∂x2
n2
]
− pn2 (4.23)
Si preferisce,per poter avere un dato univoco,adimensionalizzare la forzante
di Lift andando a definire il coefficiente di Lift.Si considerano i valori caratter-
istici della velocita` in ingresso,U,e della geometria,D. si ottiene cos`ı mediante
un analisi transiente il coefficiente di Lift,che varia nel tempo,pari a:
CL(t) =
FL(t)
0.5ρU2D
(4.24)
I parametri del modello sono i seguenti:
• ν la viscosita` cinematica dell’aria pari a 15.11· 10−5
• D,diametro del cilindro,pari a 3m
• U,velocita` del fluido in ingresso,che per avere un Re pari a 2000,e` pari
a 0.1 m/s
Per il caso di Re2000 i risultati del coefficiente di Lift sono confrontati con
quelli di [17].Benche` si tratti gia` di regime turbolento,in questo caso e` ancora
predominante il distacco di vortici dovuto allo strato limite,per cui l’approssi-
mazione di regime laminare e` ancora corretta. Un altro dato significativo,per
quanto detto prima,e` controllare che la risposta media sia pari a 0.
In questa ipotesi infatti,la risposta statica risulta pari a zero.
Il valore massimo del coefficiente di Lift risulta pari a 2.382.Il valore dell’ar-
ticolo non e` eseguito per Re2000 bens`ı per Re3350,ma in questo intervallo il
valore massimo non varia molto,ed e` pari a 2.1,quindi in accordo con i dati
ottenuti.
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Viene di seguito riportato l’andamento del coefficiente di Lift e di Drag,anche
se,nel caso in studio,quest’ultimo non risulta di elevato interesse.In simu-
lazioni con Reynolds elevato diventa pero` importante cogliere il coefficiente
di Drag,che presenta una caduta di valore.
Figura 4.13: Andamento del coefficiente di Drag
Figura 4.14: Andamento del coefficiente di Lift
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Un ulteriore parametro di controllo e` dato da il numero di Strouhal,ovvero
dalla frequenza di distacco dei vortici.Eseguendo la trasformata di Fourier
della time history del Lift e` possibile ottenere la frequenza della forzante.Il
numero di Strouhal e` quindi pari a 0.17.La teoria suggerisce valori pari a
0.19.
Questa inesattezza e` stata inizialmente ipotizzata legata alle condizioni al
contorno,ma in seguito l’analisi e` stata ripetuta con le condizioni alla parete
del tipo slip,ma il risultato e` stato il medesimo.Il parametro e` pero` altamente
influenzabile in quanto anche un solo arrotondamento puo` portare ad una
modifica sensibile,come in questo caso,del valore del numero di Strouhal. E’
stato calcolato il profilo della pressione sulla superficie laterale del cilindro per
verificare l’effettivo andamento ‘non equilibrato’ che genera la forzante.Anche
questo risultato risulta in accordo con risultati sperimentali.
Figura 4.15: Pressione laterale sul cilindro-Re2000
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Figura 4.16: Profilo delle velocita`,vortex shedding,Re2000
Figura 4.17: Profilo delle velocita`,vortex shedding,Re2000
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2.6 Re 5000
Incrementata la velocita` del fluido in ingresso,che diviene ora pari a 0.25m/s,si
ha un Re pari a 5000.
L’analisi porta quindi a dover creare nuovamente la mesh,secondo i criteri
esposti in precedenza.Dato il tipo di griglia scelta la suddivisione della ge-
ometria deve essere fatta con attenzione in quanto devono il piu` possibile
evitati nei punti di congiunzione delle linee mesh troppo fitte oppure con un
brusco passaggio nella grandezza dell’elemento. La prima soluzione e` stata
condotta utilizzando un metodo di risoluzione di tipo split con i seguenti
parametri:
• V=0.25m/s velocita` in ingresso.
• Solutore di tipo PISO(Pressure Implicit Splitting of Operator) con una
tolleranza pari a 10−4 per quel che riguarda le variabili e 10−3 per quel
che riguarda le equazioni.
• Modello di fluido laminare.
• Discretizzazione spaziale di secondo ordine.
Si cerca di ottenere l’andamento sinusoidale dato dal distacco di vortici.In
questo caso,viste le possibilita` dal solutore di ottenere una soluzione di sec-
ondo ordine,la mesh viene mantenuta uguale a quella nel caso di Re2000.Il
numero totale di elementi e` di 9314.
Si ottiene quindi il seguente grafico:
Figura 4.18: Andamento del coefficiente di Lift con solutore di tipo split
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Figura 4.19: Distacco dei vortici per clindro fisso,Re5000
La soluzione e` corretta,sia dal punto del valore del coefficiente di Lift,sia
dal punto della frequenza.Lo spettro di potenza che si ottiene,fig 4.20,mostra
come sia presente una singola frequenza all’interno dello spettro.
Figura 4.20: Spettro di potenza del Lift
Questa e` pari a 0.01578 Hz,il che comporta un numero di Strouhal pari a
0.189,in perfetto accordo con la teoria.Anche in questo caso la presenza di
una condizione slip o no slip sulla parete del box non modifica i valori.
Per riprodurre lo stesso comportamento utilizzando un solutore di tipo New-
ton Rapshon con una precisione di 10−4 e l’upwind e` necessario raffittire
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molto la mesh,arrivando fino a 50534 elementi finiti.Questo aumenta neces-
sariamente il tempo di elaborazione. Vengono di seguito riportati i grafici
dell’andamento della forza di Lift con tre diverse mesh utilizzando un solu-
tore di tipo Newton Rapshon e una correzione dei termini convettivi di tipo
upwind.
In particolare andando a confrontare i due diversi metodi di soluzione si vede
come nel caso di una soluzione di tipo Newton Rapshon,dove la scarsa ac-
curatezza e` data principalmente dall’upwind,l’unico parametro su cui si puo`
effettivamente intervenire sia andare ad aumentare la discretizzazione,mentre
per un solutore di tipo PISO e` possibile modificare i parametri,per esempio
di rilassamento,che possono portare la soluzione a convergenza e garantire un
accuratezza maggiore. Basti osservare che mediante il solutore PISO e` stato
possibile arrivare ad una soluzione soddisfacente mediante la stessa mesh uti-
lizzata per Re2000 I due modelli alla fine danno la medesima soluzione,questo
pero` comporta un elevato costo computazionale per quel che riguarda il mod-
ello che utilizza Newton Rapshon,in quanto il numero di elementi nella mesh3
e` 5 volte il numero di elementi presenti nella mesh1.
Figura 4.21: Mesh 1,formata da 9314 elementi,la stessa utilizzata per il
solutore di tipo PISO
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Figura 4.22: Mesh2,13402 elementi
Figura 4.23: Mesh3,50534 elementi
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Figura 4.24: Confronto dell’andamento della forza di Lift nelle 3 diverse mesh
Figura 4.25: Sovrapposizione delle due time history dell forzante di Lift
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2.6.1 Introduzione di un modello turbolento
Nel caso in cui si vogliano cogliere anche le altre frequenze che caratterizzano
la forzante e` necessario introdurre un modello di turbolenza che descriva le
diverse scale di energia presenti all’interno del fluido.
Esistono diversi modelli di turbolenza implementati all’interno del codice
di calcolo.In generale questi modelli introduco delle equazioni aggiuntive a
quelle di Navier Stokes che vanno a modificare la viscosita` e,nel caso siano
presenti,la conduttivita` termica. Si ottiene quindi:
µ = µ0 + µt
dove µ0 rappresenta la viscosita` laminare e µt rappresenta la viscosita` tur-
bolenta aggintiva.
Si utilizza il modello K −  dove la viscosita` turbolenta e` data da:
µt = ρcµ
K2

(4.25)
dove K ed  sono definite come l’energia cinetica e la quantita` di dissipazione
della turbolenza,definite come:
K =
1
2
v′ • v′ (4.26)
 =
µ0
ρ
(∇v′)⊗ (∇v′) (4.27)
In questo caso la velocita` v’ rappresenta la velocita` fluttuante,ovvero la dif-
ferenza fra la velocita` media del flusso e quella turbolenta.
Le due variabili K e  sono governate da due equazioni aggiuntive[16].
(∂ρK)
∂t
+∇ · (ρvK − qK) = SK (4.28)
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv− q) = S (4.29)
dove :
qK =
(
µ0 +
µt
σK
)
∇K
q =
(
µ0 +
µt
σ
)
∇
SK = 2µtD
2 − ρ
S =

K
[
2c1µtD
2 − c2ρ+ c1 (1− c3)
]
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Dove cµ, c1, c2, σK , σ sono delle costanti del modello.Cambiando o apportan-
do modifiche a questo modello si possono ottenere altri modelli di turbolenza.
Ne segue che in qualsiasi simulazione aggiungere un modello di turbolenza
di questo tipo comporta un aumento del costo computazionale.Andando ad
aumentare ,per esempio nel caso di una soluzione mediante Newton Rapshon
e upwind,il numero di equazioni si corre il rischio di ottenere tempi di elab-
orazione molto elevati per i computer utilizzanti durante la tesi.
Risolvendo il problema con i parametri precedenti si ottengono i seguenti
grafici:
Figura 4.26: Andamento del coefficiente di Lift-modello turbolento
Dallo spettro di figura 4.21 si vede,anche se in maniera molto ridotta,come
lo spettro della forzante sia cambiato.Oltre alla frequenza principale,sempre
pari a 0.015,sono presenti anche altre frequenze.Questo si traduce si in un
aumento del valore del coefficiente di Lift,sia in un allargamento dello spet-
tro,come mostrato da figura 4.3.
Il risultato e` quindi in accordo con l’evidenza sperimentale.Chiaramente in
un’analisi di questo tipo la turbolenza non interessa in maniera rilevante il
fenomeno.Nel caso dell’interazione fra vento e struttura nel caso di velocita`
maggiori non utilizzando questo modello si rischia di perdere il contributo
delle altre frequenze.
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Figura 4.27: Spettro di potenza del coefficiente di Lift con modello turbolento.
Figura 4.28: Vortex shedding con modello turbolento
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3 Analisi aeroelastica-cilindro con un grado
di liberta`
Ottenuta una mesh che descrive fluidodinamicamente il problema e` possibile
procedere ad una analisi aeroelastica nella quale il modello strutturale inter-
agisce in maniera diretta con il fluido.
Viene simulato in seguito il fenomeno di interazione solamente per il caso con
Re=5000,utilizzando sempre un fluido laminare.
3.1 Modello strutturale
Le caratteristiche del modello strutturale che si vogliono modellare sono due:
• la forma.
• le proprieta` dinamiche,quindi massa-rigidezza-smorzamento.
E’ bene specificare questo in quanto,andando a modellare la struttura deve
ben essere chiaro quale sia l’obbiettivo.
Il corpo viene modellato come corpo rigido,con uno o piu` gradi di liberta`.
Sono stati scelti due tipi di modelli,nell’ottica che le informazioni importanti
del modello sono quelle appena dette.
Il primo modello consiste nel modellare il cilindro con degli elementi finiti
piani,caratterizzati da stato piano di tensione.Questo in quanto il cilindro e`
soggetto a sole forze nel piano.L’unico grado di liberta` e` quello traslazionale
nella direzione ortogonale al flusso incidente,(asse z).
Gli elementi sono dotati di una rigidezza elevata cosi da simulare il corpo
rigido.Non viene specificata la densita` del materiale cos`ı da non assegnare
alcuna proprieta` dinamica agli elementi.
Nel nodo in corrispondenza del baricentro e` posta una molla.
La molla puo` essere caratterizzata con una massa ed un coefficiente di smorza-
mento.
Per fare in modo che il cilindro si comporti come un corpo rigido si collegano i
nodi della circonferenza con un link master-slave alla molla.In questa maniera
il corpo e` completamente caratterizzato.
Una verifica della corretta modellazione in questo caso va necessariamente
fatta utilizzando dei criteri dinamici,ovvero si vuole verificare che il corpo
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Figura 4.29: Modellazione del cilindro mediante elementi piani e link di tipo
master slave
abbia la frequenza desiderata.
La verifica e` stata inizialmente con un analisi modale.In questo caso il risul-
tato,come atteso,e` stato un singolo modo di vibrare caratterizzato dalla
frequenza
f0 =
1
2pi
√
k
m
Si e` effettuata un ulteriore analisi dinamica.Una forzante sinusoidale e` sta-
ta posta sulla superficie del cilindro per verificare che effettivamente esso si
muovesse soggetto ad un solo grado di liberta`.
Anche in questo caso,utilizzando diverse frequenze della forzante,il modello
si e` comportato come atteso.
Un altro modello considerato e` stato quello realizzato mediante elementi
beam posti lungo la circonferenza.Anche in questo caso gli elementi sono
stati caratterizzati da un elevata rigidezza(sia flessionale che torsionale) e da
un singolo grado di liberta`.Tutti i nodi sono stati poi collegati sempre me-
diante un link di tipo master slave al nodo baricentrico dove e` sempre stata
posizionata una molla.
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In questa modo anche qui e` stato raggiunto un modello di corpo rigido carat-
terizzato da specifiche proprieta` dinamiche e singolo grado di liberta`.
Le analoghe verifiche sono state fatte su questo modello con risultati soddis-
facenti.
Questo modello e` stato preso in considerazione in quanto,anche se non parte-
cipano,rappresentando in corpo mediante elementi piani si ha sempre un nu-
mero elevato di nodi che vanno salvati e che ad ogni iterazione fluido struttura
vengono risolti.
Utilizzando la seconda modellazione invece gli elementi finti hanno la fun-
zione di dare forma al corpo e mantenerla durante l’analisi;la matrice che ne
risulta e` molto piu` ridotta e quindi il costo computazionale per il corpo e`
molto inferiore.
Considerazioni di questo tipo chiaramente vanno prese in considerazione se la
struttura da modellare presenta una geometria complessa oppure una super-
ficie molto elevata. Il modello strutturale viene caratterizzato con l’opzione
grandi spostamenti.
Figura 4.30: Modellazione del cilindro mediante elementi beam e link master
slave
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3.2 Condizioni al contorno
Il software commerciale utilizzato,ADINA,permette di realizzare simulazioni
fluido struttura nella maniera descritta nel capitolo 3.I due comparti che la-
vorano tra loro sono quello strutturale e quello fluidodinamico.
Per fare in modo che i due modelli possano,durante l’interazione,scambiarsi
informazioni e` necessario nei due file separati specificare la condizione al con-
torno sulla frontiera dove i due modelli andranno ad interagire.
Dato che nell’interazione e` presupposta la deformazione della mesh,sara` ne-
cessario definire le velocita` della mesh che saranno un ulteriore condizione al
contorno durante la simulazione.
Le soluzioni in questo caso possono essere due,come suggerito negli articoli
di Frandsen[8] e Mendes[18].
La prima possibilita` e` quella di considerare l’intero box soggetta ad una de-
scrizione di tipo ALE.In questa maniera e` necessario andare ad applicare alla
parete del box la condizione di Vm=0.
La seconda possibilita` e` quella di suddividere il dominio computazionale in
due sotto domini,uno nel quale venga fatta una descrizione di tipo ALE,ed
uno dove vi sia una descrizione Euleriana del fluido.
Chiaramente la zona attorno al corpo e` la zona caratterizzata dalla de-
scrizione ALE.
Per quanto detto nel capito 3,scegliere una rappresentazione ALE totale
del dominio computazionale comporta un costo computazionale maggiore(in
quanto e` maggiore il numero di equazioni da risolvere),per cui il primo tenta-
vo e` quello di utilizzare una rappresentazione ALE solamente per il dominio
attorno al cilindro(fig4.31).La zona e` delimitata da una circonferenze avente
il centro coincidente con quello del cilindro,ma un raggio pari a D.
Andando ad eseguire una simulazione si ha che dopo una serie di iterazioni
la mesh risulta troppo distorta e non e` possibile proseguire con l’analisi.
Per cercare di limitare la deformazione,dato che non si puo` intervenire sulla
‘rigidezza computazionale’ della mesh,si va ad aumentare la discretizzazione.
Nemmeno in questo caso la simulazione riesce ad essere eseguita,si sceglie
quindi di descrivere il dominio computazionale totalmente mediante descrizione
ALE(fig4.32).
A questo punto ai 4 lati del box devono essere assegnate le condizioni di fix
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mesh,ovvero imporre vm=0.
Un altra condizione che di norma e` bene introdurre nel caso di grandi de-
formazioni,come in questo caso,e` l’opzione leader-follwer.Questa condizione
in pratica agisce come un link di tipo master slave.Si assegna ad un punto
del corpo,(leader),un punto della mesh(follwer).Durante il calcolo delle suc-
cessive posizioni del punto della mesh avra` sempre come riferimento il punto
del corpo.
In questa maniera si cerca di mantenere maggiormente integra la mesh,e di
diminuire il tempo computazionale.
Le restanti condizioni al contorno e in ingresso restano le medesime delle
simulazioni fluidodinamiche con il cilindro fisso.
Figura 4.31: Suddivisione del dominio computazionale
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Figura 4.32: Singolo dominio computazionale
3.3 Scelta del solutore
ADINA,nella modalita` di interazione fluido struttura con adaptive mesh non
permette di utilizzare per il fluido i solutori di tipo split.Si e` quindi obbligati
ad utilizzare la mesh di figura 4.23.
Per fare in modo che la soluzione converga e` necessario utilizzare un time
step adeguato dato dalla condizione di Courant:
∆tU
h
≤ 1 (4.30)
Essendo la dimensione minore della mesh pari a 0.13 e la velocita` 0.25 m/s
si sceglie un time step pari a 0.2 per garantire la convergenza.
Il time step che governa la soluzione e` quello del fluido.Questo time step
garantisce la stabilita` al metodo di integrazione scelto per il corpo.Dato che
la soluzione viene calcolata separatamente e` possibile utilizzare un’automatic
time step(ATS) che,nel caso in cui il sistema strutturale sia integrato con un
modello che richiede un time step piu` piccolo,per mantenere la convergenza
del sistema risolve il sistema in piu` sotto step(fig 4.33).
Come soluzione del modello accoppiato si utilizza sempre uno schema di tipo
straggered,come detto in precedenza.
Dato che il problema comporta grandi spostamenti il fattore di rilassamento
dello spostamento viene posto pari a 0.8,e la convergenza viene assunta con
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Figura 4.33: Automatica time step per il modello strutturale
10−3.Le tensioni vengono tenute in conto,ma dato l’esiguo numero di elemen-
ti e lo scarso interesse in questa analisi per lo stato tensionale si pone la
tolleranza pari a 10−2.
Come si e` visto successivamente la presenza della tolleranze sugli spostamen-
ti in questo caso non introduce nessun condizionamento sulla bonta` della
soluzione.
3.4 fs=0.2 Hz,ν = 0.05
Il sistema e` caratterizzato da dai seguenti dati :
• m=6.36 [Kg]
• k=10 [N/m2]
In questo caso il cilindro non si trova in condizione di risonanza in quanto la
sua frequenza propria si trova molto lontana dalla frequenza della forzante,per
cui la sua risposta sara` governata dalla forzante come un qualsiasi moto os-
cillatorio. Sono riportati di seguito sia l’andamento dello spostamento sia la
visualizzazione del moto sul piano delle fasi.
In questa maniera e` abbastanza rapida l’individuazione di un andamento lim-
ite del ciclo. si vede come la risposta massima del cilindro sia pari a 0,012m.
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Utilizzando la formula 4.3,con il valore del numero di Scruton pari a 1,08,si
ottiene un valore massimo di spostamento pari a 0,015m. Si ha quindi un
buon accordo con le formule sperimentali.
Calcolando la risposta massima utilizzando invece le formule che tengono
conto dello spettro di risposta,in questo caso caratterizzato da una sola fre-
quenza,porta una risposta massima pari a 0,013m. Si vede come,confrontando
i differenti risultati,il risultato ottenuto mediante la simulazione numerica sia
in buon’accordo con la teoria.
Figura 4.34: Piano delle fasi-f0 6= fs
3.5 fs=0.015 Hz,νs = 0.05
In questo caso la il cilindro possiede la stessa frequenza della forzante,per
cui,anche in presenza di smorzamento,si attesta su una risposta che molto
maggiore rispetto alla precedente.Per modificare la frequenza viene diminuita
la massa,che diviene pari a 1kg.A questo corrisponde un numero di Scruton
di 0,2.
114 Simulazione numerica di lock-in per una sezione cilindrica
In questo caso la risposta massima calcolata mediante la simulazione numer-
ica e` pari a 25cm mentre quello calcolato mediante al formula 4.3 porta ad
un valore di 30cm.
Questa simulazione numerica non e` arrivata pero` a sviluppare un completo
ciclo limite,per cui il risultato si dimostra corretto tenendo conto di un even-
tuale aumento dello spostamento.
Si vede quindi come con la struttura in risonanza il corpo,benche` sia presente
uno smorzamento,si mantiene su un ciclo limite,dovuto appunto alla presenza
di un carico non conservativo come la forzante data dal distacco di vortici.
Figura 4.35: Piano delle fasi-risonanza-cilindro smorzato
3.6 fs=0.015 Hz,ν = 0
Anche se di scarso interesse pratico in quanto qualsiasi struttura presen-
ta,seppur modesto,un qualche tipo di smorzamento,puo` risultare interessante
osservare il comportamento del cilindro soggetto alla forzante in risonanza.
In questo caso la rappresentazione sul piano delle fasi mostra come il sistema
non si stia progressivamente assestando su un ciclo limite ma continui ad
aumentare il suo spostamento.
Questo esempio puo` essere utile se osservato assieme al file di log dell’elab-
orazione.Si considera il grafico della velocita`.Dato che la mesh come detto e`
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Figura 4.36: Piano delle fasi-Cilindro in risonanza-smorzamento assente
assimilata al comportamento di un corpo elastico,si individuano due momen-
ti in cui la sua energia cinetica e` minima e` massima.
Noto il tempo e` possibile risalire dal file di log,ovvero il file dove sono ripor-
tati per ogni time step in numero di iterazioni fluido struttura per arrivare a
convergenza, all’iterazione.
In questo caso si avra`:
• t=629 → iterazione 3154
• t=778 → iterazione 3890
Come era lecito aspettarsi,nel punto dove la struttura presenta accelerazione
nulla(o massima energia elastica)la mesh non si deforma piu` di molto e quin-
di la convergenza si ottiene in poche iterazioni.
Al contrario nel punto in cui si ha l’accelerazione massima(o minima energia
elastica),la mesh e` soggetta a grandi deformazioni e variazioni di velocita`
quindi sono necessarie piu` iterazioni per arrivare a convergenza.
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Figura 4.37: Andamento della velocita`-Cilindro in risonanza senza
smorzamento
Figura 4.38: File di log in corrispondenza delle velocita` critiche
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Figura 4.39: Confronto fra mesh fissa(in magenta) e mesh in movimen-
to(azzurra)

Capitolo 5
Applicazione all’impalcato dello
Tsing Ma
Engineering is not a science.Science studies
particular events to find general laws.
Engineering design make use of this laws to
solve particular pratical problem.
In this it is more closely related to art or craft;
as in arts its problems are underdefined,there are many
solutions,good,bad and indifferent.
- Ove Arup -
1 Caratteristiche del ponte
Lo Tsing Ma e` un ponte strallato costruito nel 1997 ad Hong Kong.Il ponte
prende il nome dall’isola e dalla penisola che collega(Tsing Yi e Ma Wang).
Il ponte porta sia traffico ferroviario sia traffico da autoveicoli.La luce della
campata principale e` di 1337 m e le torri sono alte 206 m.
1.1 Sezione dell’impalcato
La sezione dell’impalcato e` larga 41 m e alta 7,643 m.E’ composta di telai in
acciaio connessi fra loro con diverse travi.Lastre superiori e manto stradale
garantiscono l’irrigidimento.
La forma della sezione e` quella tipica di un impalcato da ponte.La forma
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appuntita sull’esterno serve a garantire un comportamento quanto piu` aero-
dinamico.Questa forma particolare infatti garantisce la separazione del flusso
incidente.
In questa maniera l’impalcato influenza il meno possibile il flusso incidente e
quindi riduce le forze che sollecitano la struttura.
Figura 5.1: Sezione dell’impalcato dello Tsing Ma
1.2 Caratteristiche strutturali
Le caratteristiche strutturali che caratterizzano il ponte in un’analisi di in-
stabilita` sono le frequenze naturali di vibrazione dell’impalcato.
Si considerano i valori riportati da Xu a seguito di un analisi modale condot-
ta sul ponte.
Dato che il fenomeno di interazione fluido struttura,come visto,presenta gran-
di spostamenti per avere un innesco si sono scelte le frequenze flessionali e
torsionali corrispondenti al primo modo di vibrare simmetrico rispetto alla
sezione centrale.
Se si fossero scelti i modi emisimmetrici si avrebbero avuto spostamenti nulli
nella sezione centrale.
Le due frequenze utilizzate successivamente nella trattazione risultano essere:
fy = 0.1366Hz → ωy = 2pify = 0, 858rad/sec
ft = 0.2712Hz → ωt = 2pift = 1, 27rad/sec (5.1)
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La determinazione dei valori di massa e momento di inerzia della sezione e`
un dato molto complesso che non e` stato analizzato.
Con riferimento a quanto fatto in [20] si sono scelti i parametri,massa m e
momento d’inerzia I0, che considerano oltre ai valori che partecipano al pri-
mo modo di vibrare anche quelli che caratterizzano gli altri modi e anche la
partecipazione al moto dei cavi e delle torri.
Le caratteristiche meccaniche per metro lineare sono quindi:
m=44365,6 [kg]
I0=8,68 · 106 [kgm2]
ξy=0.05 %
ξt=0.05 %
Con questi parametri e` possibile schematizzare l’impalcato come un corpo
rigido con due gradi di liberta` e studiarne i suoi fenomeni di instabilita`.
2 Metodologie di studio
Il comportamento di un corpo,in particolare di un impalcato da ponte,soggetto
all’azione del vento puo` essere studiato in diverse maniere.Lo studio mira ad
individuare quale sia la velocita` critica del vento che porta all’insorgere del-
l’instabilita`.
Sono stati diversi i modelli proposti per ottenere la velocita` critica del vento.
Questi metodi possono essere puramente analitici,semi analitici basati su
prove di laboratorio o puramente sperimentali.Questi metodi sono:
• Teoria della lamina piana,dove le forzanti sono descritte mediante
la derivazione analitica delle forzanti di lift,drag e momento.
• Teoria quasi statica,dove le forzanti eoliche dipendono solamente dal-
la velocita` istantanea e alla sua variazione rispetto all’angolo d’attacco.
• Derivate di Flutter,teoria che rappresenta un estensione della teoria
di Theodorsen a corpi tozzi,ottenute su prove sperimentali i galleria del
vento.
• Riproduzione numerica del fenomeno con diretta interazione fluido strut-
tura.
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Il primo metodo e` stato gia` accennato nel primo capitolo.In uno studio di
questo tipo il problema si riduce allo studio degli autovalori dellla matrice
del sistema.Si ottengono le frequenze per le quali si ha uno smorzamento
pari a zero e si ha quindi il fenomeno del flutter.Con questo metodo si ot-
tiene una velocita` di flutter che sara` tanto piu` realistica quanto piu` il corpo
si comporti in maniera aerodinamica.Proprio per questo motivo la sezione
presenta degli elementi a forma triangolare,cos`ı da avvicinare maggiormente
il comportamento della sezione ad un corpo aerodinamico.Un vantaggio di
questo metodo e` quello di non necessitare di qualsiasi prova sperimentale.
Il secondo metodo approssima le forzanti aerodinamiche come forze statiche
che dipendono solamente dall’angolo di attacco fra vento e sezione.Anche in
questo caso la determinazione della velocita` di flutter si riconduce allo studio
degli autovalori di una matrice.Sono pero` necessarie delle campagne speri-
mentali per valutare il valore di questi coefficienti.
Nelle simulazioni in galleria del vento,la sperimentazione viene effettuata su
modelli in scala per ragioni sia di natura economica sia di convenienza.La
scalatura del modello apre le porte ad una vasta gamma di teorie che si fon-
dano su parametri adimensionali e su criteri di similitudine applicabili alla
riproduzione del flusso e alla sperimentazione sui modelli che non verranno
discusse.
Le azioni sono misurate su un modello stazionario al variare dell’angolo di
attacco.
Il terzo metodo si avvale sempre di dati sperimentali pero` tiene conto del
moto della sezione,che viene imposto dall’esterno.
Il quarto metodo e` un metodo molto recente che tenta di sfruttare le poten-
zialita` date dall’utilizzo dei calcolatori.Questo metodo e` stato proposto per
esempio da Frandsen[8] e Robertson[19].La sezione viene descritta come un
corpo rigido con le sue caratteristiche strutturali.L’analisi ricalca quanto fat-
to in precedenza per il cilindro.Il corpo,infatti,interagisce(mediante i metodi
visti in precedenza)con il flusso in ingresso.La velocita` del flusso viene pro-
gressivamente incrementata fino a che la risposta della struttura non inizia
a crescere in maniera esponenziale.
Queste metodi sono molto recenti e necessitano quindi di tutte le dovute
attenzione in quanto,per esempio,non e` ben chiaro come caratterizzare il flu-
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ido,se con un modello laminare o un modello turbolento.
Per quanto questo metodo non sia quindi valido in fase di verifica dell’-
opera,dove resta fondamentale la prova in galleria del vento,esso puo` garan-
tire un utile strumento in fase progettuale.
Come visto per il cilindro,la riproduzione del modello che interagisca diretta-
mente con il fluido comporta un tempo di calcolo e un costo computazionale
elevato.
Non e` stato possibile nella presente trattazione,riprodurre una simulazione
di questo tipo per motivi legati alla corretta risoluzione fluido dinamica del
modello in esame. La possibilita` di eseguire una simulazione aerodinamica
apre pero` la possibilita` di calcolare la velocita` critica per la sezione andando
a valutare i diversi coefficienti aerodinamici.
Si illustra brevemente la principale caratteristiche della teoria quasi statica
per un impalcato da ponte.
2.1 Teoria quasi statica
Come gia` detto la teoria quasi statica si basa sull’ipotesi che la forzante
fluida agente sulla struttura dipenda solamente dalla velocita` eolica istanta-
nea.Pertanto il fenomeno si puo` studiare andando a misurare la variazione
della forzante fluida al variare dell’angolo d’attacco.
Questa teoria e` da ritenersi valida solamente se la frequenza di distacco dei
vortici,fvs,e` molto piu` grande della frequenza di oscillazione della struttura,f0.
Questa condizione risulta verificata se:
U
f0D
> 20
Le forze sulla sezione dovute all’azione del flusso dipendono dalle caratter-
istiche geometriche e strutturali della sezione,dalle proprieta` della corrente
fluida che investe la sezione e dall’angolo di attacco effettivo,αe fra la di-
rezione del vento e la linea media della sezione[11].
Vi sono presenti quindi due sistemi di riferimento,uno locale,con origine nel
baricentro della sezione,asse x’ diretto come la linea media e y’ ortogonale
ad esso,ed un sistema di riferimento cartesiano fisso.
Si ipotizza che la sezione abbia concentrato nelle molle torsionali e flessionali
tutte le sue caratteristiche strutturali.Si suppone che la sezione sia soggetta
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Figura 5.2: Caratteristica dell’impalcato e quantita` interessate
alle seguenti forze per unita` di lunghezza:
FL =
1
2
ρV 2r BCL(αe)
FD =
1
2
ρV 2r BCD(αe)
Mt =
1
2
ρV 2r B
2CM(αe) (5.2)
dove ρ e` la densita` dell’aria,B e` la lunghezza dell’impalcato e CL,CD e CM
sono i coefficienti aerodinamici relativi alle forze di lift,drag e momento in
funzione dell’angolo di attacco αe Queste forze sono presenti nel sistema
solidale con l’impalcato,per cui rispetto al sistema di riferimento cartesiano
solidale si avra`:
Fx = −FL sinαe + FD cosαe
FY = FL cosαe + FD sinαe (5.3)
Nel nostro caso pero` la componente x della forzante e` trascurata,in quanto
non e` un grado di liberta` del sistema.
L’angolo effettivo di attacco,misurato da un osservatore fisso,percio` rispetto
al sistema cartesiano XYZ,puo` essere considerato la somma di due parti,la
parte α dovuta all’azione quasi statica del vento e l’altra α˜ dovuta al moto
della sezione:
αe = α˜+ α (5.4)
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La componente dovuta al moto della sezione,in accordo con il sistema di
riferimento,sara` pari a :
α˜ = α+ arctan
(
y˙ −m1Bα˙
U
)
(5.5)
dove α rappresenta l’angolo rispetto alla configurazione equilibrata ed m1
la costante che esprime la distanza fra il centro di rotazione della sezione e
l’estremo della sezione.
Nell’ipotesi che la sezione abbia centro di rotazione coincidente con il bari-
centro m1=0.5,e quindi b=B·0.5. Come si vede l’angolo di attacco non e`
influenzato dallo spostamento verticale,ma dalla velocita` dello spostamento
verticale,come visto nei precedenti modelli.
Come illustrato da Lazzari[22],nel modello e` possibile andare ad includere
anche gli di variazione della velocita` del vento nelle direzioni del moto,ed ot-
tenere quindi un espressione che tenga anche conto del buffetting.Successivamente
il procedimento risulta uguale a quanto segue. Le espressioni dei coefficienti
aerodinamici sono linearizzati attorno alla posizione di equilibrio α,si ottiene
quindi:
CL(αe) = CL(α+ α˜) ≈ CL(α) + dCL
dα
∣∣∣∣
α
(αe − α) + o (αe − α)2 ≈
≈ CL(α) +KLα˜
CD(αe) = CD(α+ α˜) ≈ CD(α) + dCD
dα
∣∣∣∣
α
(αe − α) + o (αe − α)2 ≈
≈ CD(α) +KDα˜
CM(αe) = CM(α+ α˜) ≈ CM(α) + dCM
dα
∣∣∣∣
α
(αe − α) + o (αe − α)2 ≈
≈ CM(α) +KM α˜ (5.6)
Questi valori devono essere valutati sperimentalmente mediante diverse anal-
isi.Le analisi vanno condotte mantenendo l’impalcato fisso e variando l’angolo
di incidenza del vento.Per questo motivo il modello e` considerato semi analiti-
co.
E’possibile espandere in serie l’equazione 5.5 contenente un termine non
lineare:
α˜ = α+ arctan
(
y˙ − bα˙
U
)
=
= α+
(
y˙ − bα˙
U
)
− 1
3
(
y˙ − bα˙
U
)3
+ o
(
y˙ − bα˙
U
)5
(5.7)
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Il sistema viene studiato secondo le seguenti ipotesi:
• I coefficienti aerodinamici e le loro derivate sono valutati in un intorno
di α = 0 e t=0.
• I coefficienti statici in questa configurazione sono pari a 0,CL(0)=CM(0)=0.
• L’angolo di attacco quasi statico,α˜, e` pari a 0.
• La componente dinamica dell’effettivo angolo di attacco che include le
velocita` y˙ e α˙,e` assunto essere molto minore di uno,ed e` quindi possibile
considerare solamente la parte lineare dell’equazione 5.5.
• Il coefficiente di Drag viene considerato non come derivata ma come
singolo valore statico.
• sin(αe) ≈ αe e cos(αe) = 1
Si considerano ora le equazioni del moto del sistema,nel riferimento cartesiano
XY:
my¨ + cyy˙ + kyy = −Fy
I0α¨+ ctα˙+ ktα = Mt (5.8)
Introducendo le forzanti dell’equazione 5.2 con le ipotesi precedenti si ottiene:
y¨ + 2ξyωyy˙ + ω
2
yy = aKL
(
y˙ − bα˙
U
)
+ aCD(0)
(
y˙ − bα˙
U
)
α¨+ 2ξtωtα˙+ ω
2
tα = cKM
(
y˙ − bα˙
U
)
(5.9)
dove
a =
1
2
ρBU2
m
c =
1
2
ρB2U2
I0
Volendo rappresentare il sistema in forma matriciale si ottiene:[
1 0
0 1
]
·
[
y¨
α¨
]
+
[
2ξyωy +
a
U
(KL + CD(0)) −b aU (KL + CD(0))
− c
U
KM 2ξtωt +
c
U
KM
]
︸ ︷︷ ︸
CQS
·
[
y˙
α˙
]
+
+
[
ω2y a (KL + CD(0))
0 ω2t − cKM
]
︸ ︷︷ ︸
KQS
·
[
y
α
]
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(5.10)
In questa maniera si vede come la risoluzione dell’equazione del moto diventi
la risoluzione di un equazione omogenea,questa volta pero` dove le matrici
non sono simmetriche,KQS e CQS.Le matrici sono date dalla somma delle
matrici del sistema dinamico e da quelle delle forzanti aeroelastiche.
Ipotizzando una soluzione del tipo:
y = y0 · eKt
α = α0 · eKt (5.11)
Andando ad inserire le soluzioni all’interno del sistema e riducendo successi-
vamente il sistema al primo ordine si ottiene u sistema del tipo:
γ˙ = Aγ
con
γ =
[
y
α
]
(5.12)
A =

0 0 1 0
0 0 0 1
−KQS(1, 1) −KQS(1, 2) −CQs(1, 1) −CQS(1, 2)
−KQS(2, 1) −KQS(2, 2) −CQS(2, 1) −CQS(2, 2)
 (5.13)
Studiando l’andamento degli autovalori del sistema e` possibile individuare il
valore per il quale si ha l’insorgere del flutter.
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3 Valutazione dei coefficienti aerodinamici
3.1 Coefficienti aerodinamici
I coefficienti reali dell’impalcato sono stati misurati su un modello in scala
1:100.Le analisi condotte sul modello reale,riportate nell’articolo [23],sono
state eseguite in galleria del vento considerando oltre alla variazione dell’an-
golo di attacco anche l’angolo di direzione del vento.Questo si rivela fonda-
mentale per lo studio reale della struttura,immaginata nel suo reale contesto.
Sono molto importanti infatti anche le analisi di tipo climatico,nel caso del
vento,per trovare anche in quali direzioni il ponte presenta una debolezza nei
confronti della sollecitazione aerodinamica.I risultati ottenuti sono i seguenti:
Figura 5.3: Coefficienti aerodinamici reali dell’impalcato
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3.2 Simulazioni numeriche
3.2.1 Riproducibilita` delle misure sperimentali
La valutazione numerica dei coefficienti aerodinamici non e` una procedura
univoca.La galleria del vento di per se infatti non riproduce alla perfezione
il fenomeno.In galleria del vento l’analisi viene condotta in maniera adimen-
sionale.Vengono introdotte delle quantita`,note come il numero di Strouhal,il
numero di Reynolds e il numero di Froude.Affinche` i dati raccolti in galleria
rappresentino il fenomeno su scala reale e` necessario che i numeri del modello
e del fenomeno reale siano uguali.
Si hanno quindi i fattori di scala,λL,λU ,λn,noti rispettivamente come scala
delle lunghezze,scala delle velocita` e scala delle frequanze:
λL =
Dm
Dr
λU =
Um
Ur
λn =
λU
λL
(5.14)
Tenendo presente che la riproduzione viene fatta con aria si avra` allora che
ρ,ν,g rimangono invariate nel passaggio struttura reale-modello.Questo porta
a problemi nel rispettare le scale,in quanto se viene mantenuto uguale il nu-
mero di Reynolds per esempio,necessariamente la condizione sulla scala per il
numero di Froude non sarebbe rispettata.Questo quindi porta ad avere,nelle
prove in galleria del vento,l’aggiunta di una rugosita` tecnica per ottenere il
comportamento che avverrebbe a Reynolds piu` elevati.
In generale pero` l’aereodinamica dei corpi tozzi e` governata dal distacco della
vena fluida dovuta agli angoli vivi,quindi questa condizione e` meno impor-
tante il rispetto della condizione di Reynolds.Ne segue che volendo riprodurre
il fenomeno su scala reale,evitando di sottoporre il corpo alla velocia` che risul-
terebbe dallo scalare la velocita` con cui il modello e` stato testato in galleria
del vento,puo` essere in buona approssimazione rappresentato con un fluido
ad una velocita` minore.Infatti per rispettare le scale si dovrebbe avere,nel
caso in studio,una velocita` di 1500 m/s,questo porterebbe ad un numero di
Mach vicino ad uno e quindi ad un fluido che,da incomprimibile diventerebbe
comprimibile,cambiando drasticamente il suo comportamento reologico.
Si sceglie di testare il modello con una velocita` di 40 m/s.
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3.2.2 Analisi transiente
L’obbiettivo e` quello di andare a determinare i coefficienti di Lift,Drag e
Momento.
Il coefficiente di Lift viene ottenuto dal coefficiente di pressione,che e` pari a:
cp =
p− p∞
1
2
ρV 2∞
(5.15)
da questo coefficiente e` poi ottenibile il coefficiente di Lift come:
CL =
1
1
2
ρV 2∞
∫ B
A
(cp,ventre − cp,dorso) dξ (5.16)
dove ξ = x
c
e` l’ascissa adimesionalizzata rispetto alla corda,che in questo caso
sara` la lunghezza dell’impalcato,pari a 41m. L’ipotesi preliminare e` quindi
quella di investire la sezione,fissa,con una corrente con U=40 m/s e ricavarne
il coefficiente di Lift,di Drag e di dei Momenti.
Vista la geometria complessa,e considerando il fatto che i punti piu` critici del-
la simulazione sono gli spigoli dell’impalcato,si e` cercato di ottenere attorno
alla struttura una mesh il piu` possibile omogenea.Un errore nella discretiz-
zazione puo` essere quello mostrato in fig 5.4,dove si ha un brusco passaggio di
dimensioni dell’elemento,che porta durante alla simulazione,a concentrazioni
eccessive di pressione e velocita`.
Figura 5.4: Errore di discretizzazione
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La mesh utilizzata nelle simulazioni e` stata quella di fig 5.5,realizzata in
maniera da garantire la giusta dimensione degli elementi sulla struttura e
andando via via a diradarli senza pero` passaggi bruschi per evitare effetti di
bloccaggio.
Figura 5.5: Mesh utilizzata per le simulazioni transienti
Il time step della simulazione in questo caso era pari a 0.01.Essendo una
semplice simulazione aerodinamica e` stato possibile utilizzare l’algoritmo di
risoluzione a a passi frazionati,ed e` quindi possibile utilizzare anche la con-
dizione Automatic Time Stepping,che in caso di superamento di Courant=1
riduce la dimensione del time step.Si ottengono i seguenti profili di velocita`
e pressione.
Da un analisi di questo tipo quello che si ottiene e` una time histoy delle sol-
lecitazioni.Si va per cui poi ad ottenere un valore medio,appunto statico,dei
diversi coefficienti.
Figura 5.6: Profilo delle velocita` dell’analisi transiete
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Figura 5.7: Profilo delle pressioni analisi transiente
Figura 5.8: Time history forzante di Lift
Il valore ottenuto per il coefficiente di Lift risulta pari a -0.005.Gli altri
due valori sono 0.092 per il coefficiente di Drag e -0.05 per il coefficiente
del Momento.I valori sono in buon accordo con le rilevazioni sperimentali
in fig 5.3.La simulazione pero` richiede molto tempo,in quanto e` necessa-
rio che passino alcuni tempi convettivi per fare in modo che la media sia
rappresentativa e non influenzata dalla parte transitoria iniziale.
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3.2.3 Analisi steady state
I risultati ottenuti mediante la transiente possono essere ripetuti,in prima
approssimazione,anche mediante un analisi steady state.In questa maniera
la simulazione e` molto piu` rapida e il risultato ottenuto e` paragonabile con
quello della galleria del vento. Eseguendo un analisi steady state con flusso
orizzontale si ottengono i seguenti risultati:
CL = −0.005 CD = 0.09 CM = −0.02 (5.17)
I risultati mostrano gli andamenti qualitativamente corretti delle pressioni di
dorso e ventre,delle linee di flusso e dell’andamento vettoriale delle pressioni
sull’impalcato.
Figura 5.9: Andamento del coefficiente di pressione sul dorso e sul ventre
Andando a cambiare l’angolo di incidenza si ottengono i successivi valori.Nell’andare
a modificare l’incidenza bisogna pero` tener conto che le condizioni fino ad ora
utilizzate non sono piu` valide.Utilizzando infatti una velocita` in ingresso incli-
nata non si puo` avere sulla parete una condizione no slip,che comporterebbe
un rimbalzo del flusso ed un disturbo delle pressioni.Alla stessa maniera man-
tenere solamente il flusso in ingresso sul lato corto porterebbe alcune zone
della sezione a non essere interessate dal flusso incidente inclinato.
Generalmente il modello con condizioni al contorno errate non riesce ad ot-
tenere una soluzione.Per l’intervallo di valori dell’angolo di incidenza fra -5◦
e 5◦ vengono riportati i valori dei coefficienti di Lift,Drag e Momento.
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Figura 5.10: Linee di flusso
Figura 5.11: Reazioni vettoriali sulla sezione
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Angolo di attacco α CL CD CM
-5 -0.23 0.187 0
-4 -0.13 0.16 -0.2
-3 -0.08 0.14 -0.03
-2 -0.04 0.15 -0.033
-1 -0.01 0.12 -0.04
0 -0.005 0.09 -0.045
1 0.034 0.087 -0.05
2 0.08 0.08 -0.06
3 0.14 0.1 -0.09
4 0.35 0.105 -0.091
5 0.37 0.12 -0.1
Tabella 5.1: Coefficienti di Lift,Drag e momento in funzione dell’agolo di
attacco
Figura 5.12: Andamento del coefficiente di Lift in funzione dell’angolo
d’attacco
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Figura 5.13: Andamento del coefficiente di Drag in funzione dell’angolo
d’attacco
Figura 5.14: Andamento del coefficiente di Pitch in funzione dell’angolo
d’attacco
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4 Valutazione delle velocita` di flutter
Una volta noto l’andamento dei coefficienti aerodinamici e` possibile andare
a calcola mediante il modello semi analitico il valore della velocita` critica di
flutter.
Il programma realizzato permette di visualizzare l’insorgere dell’instabilita`
in diverse maniere.E’possibile ottenere sul piano reale-immaginario l’anda-
mento degli autovalori,ricordando che per valori reali positivi si ha l’insorgere
dell’instabilita`.Oppure e` possibile visualizzare l’andamento delle frequenze in
funzione della frequenza ridotta.Il punto di incontro rappresenta la frequenza
ridotta,e quindi la velocita`,a cui si ha flutter.
4.1 Lamina piana
Nell’ipotesi di lamina piana,utilizzando le funzioni F(k) e G(k) date dall’e-
quazioni 1.11 e 1.12,si ottengono le espressioni analitiche delle derivate di
flutter:
H∗1 (K) = −
piF (k)
k
(5.18)
A∗1(K) = −
piF (k)
4k
(5.19)
H∗2 (K) =
pi
4k
[
1 + F (k) +
2G(k)
k
]
(5.20)
A∗2(K) = −
pi
16k
[
1− F (k)− 2G(k)
k
]
(5.21)
H∗3 (K) =
pi
2k2
[
F (k)− kG(k)
2
]
(5.22)
A∗3(K) =
pi
8k2
[
F (k)− kG(k)
2
]
(5.23)
H∗4 (k) =
pi
2
[
1 +
2G(k)
k
]
(5.24)
A∗4(k) =
piG(k)
4k
(5.25)
k =
K
2
(5.26)
(5.27)
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Calcolando iterativamente la soluzione si ottiene che mediante il modello di
lamina piana la velocita` critica e` pari a :
Ucrit,L = 125m/s
E’ possibile graficare l’andamento della parte reale degli autovalori,che rapp-
resenta lo smorzamento del sistema.Quando l’autovalore assume valore pos-
itivo si ha l’instabilita`.
Figura 5.15: Andamento della parte reale-smorzamento
Puo` essere anche interessante andare ad osservare l’andamento della parte
reale ed immaginaria degli autovalori del sistema.Come si vede in figura 5.16
si ha nel grafico il tipico punto di biforcazione di Hopf[21].In questo caso
l’analisi e` stata condotta per valori superiori alla velocita` di flutter.Si vedono
infatti punti con parte puramente reale e immaginaria nulla.
4.2 Teoria quasi statica
La valutazione della velocita` critica mediante la teoria quasi statica viene fat-
ta studiando l’operatore 5.13,alla stessa maniera del caso di lamina piana.La
differenza e` che in questo caso i coefficienti sono stati calcolati sperimen-
talmente.E’ interessante notare come anche mediante la teoria della lamina
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Figura 5.16: Andamento della parte reale e immaginaria delgi autovalori del
sistema
piano siano ottenibili i coefficienti analitici per la teoria quasi statica.Infatti
considerando le derivate aeroelastiche analitiche per la lamina piana(quindi
con un valore di C
′
D=0) si ha che dopo alcuni passaggi si ottiene:
KM =
pi
2
KL = 2pi
I valori necessari per il calcolo vengono calcolati facendo la derivata attorno a
zero,per cui questi dipenderanno dal tipo di approssimazione per il polinomio
interpolante che si sceglie.Considerando solamente il coefficiente di Lift,per
quel che riguardano i dati da galleria del vento,si vede come utilizzando
diversi polinomi si ottengono diversi valori di KL.
Come si vede a scenda del grado del polinomio interpolante la velocita` critica
subisce delle modifiche non trascurabili.In questo caso,nota la velocita` crit-
ica,e` facile scegliere quale sia il grado di interpolazione del polinomio,ma in
generale non e` scontato.
Puo` risultare utile andare a visualizzare come varia la velocita` critica in fun-
zione della variazione del coefficiente di Lift e di momento. Nel primo caso si
tiene costante il valore di KM=0.76 e si e` fatto variare il valore di KL fra 1.5
140 Applicazione all’impalcato dello Tsing Ma
Figura 5.17: Differenti approssimazioni dei dati ottenuti
grado C
′
L C
′
M velocita` critica[m/s]
1 4.178 0.93 122
2 4.175 0.93 122
3 3.66 0.74 138
4 3.66 0.76 138
5 3.21 0.48 160
6 3.21 0.48 160
Tabella 5.2: Derivate del coefficiente di Lift per diverse interpolazioni
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e 6.5. Nel secondo caso si e` fatto variare il parametro KM fra 0.5 e 2 con un
valore di KL=3.66
Figura 5.18: Andamento della velocita` critica in funzione della variazione di
KL
Il parametro maggiormente influenzabile risulta KM .L’intervallo di variazione
di KL risulta molto grande.La differenza fra le diverse interpolazioni mantiene
sempre i valori in un intorno di 3,per cui come si vede,il valore della velocita`
non muta drasticamente in questo intervallo.Al contrario la velocita` in fun-
zione di KM subisce modifiche sensibili nell’intorno di 1,passando da velocita`
di 140 m/s a velocita` di 110m/s.Il coefficiente risulta essere quindi molto
sensibile per il modello.E’ necessario quindi nella scelta della funzione inter-
polante e nella sceta dei valori sperimentali porre molta attenzione,in quanto
una piccola variazione puo` portare ad una modifica sensibile della velocita`
critica.
4.3 Confronto
Confrontando le diverse velocita` ottenute si vede subito come la velocita`
di flutter reale[23],ottenuta dal calcolo delle derivate di flutter,differisca da
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Figura 5.19: Andamento della velocita` critica in funzione di KM
quelle calcolate in questa tesi.
Ucrit,Df = 115m/s
Ucrit,A = 122m/s
Ucrit,L = 125m/s
Appare subito chiaro come,la velocita` calcolata mediante le derivate aeroelas-
tiche sia piu` bassa,in quanto tiene conto di effetti dinamici di pura interazione
che nelle altre due formulazioni non sono presenti.Si ha quindi l’insorgere del
fenomeno per valori piu` bassi.
In buona approssimazione si vede come questo tipo di impalcato si comporti
come una lamina piana.E’ pero` da sottolineare il fatto che questo ragiona-
mento viene condotto a posteriori,potendo verificare le velocita`.In fase pro-
gettuale,quando non e` ancora chiaro il comportamento aerodinamico dell’im-
palcato un analisi di tipo steady state o transiente,congiunta con un analisi
parametrica,puo` dare sicuramente ottime indicazioni senza eccedere nell’er-
rore.
E’ da tenere in conto inoltre,per quel che riguarda i coefficienti aerodinamici
calcolati con ADINA,che essi non sono stati verificati,mediante analisi tran-
sienti,per le velocita` del vento inclinate.Si potrebbe avere infatti un com-
portamento differente ed aver sotto stimato alcuni valori,anche se comunque
5.4.3 Confronto 143
sembra esserci buon accordo con i dati sperimentali.
Inoltre le analisi fin qui condotte non possono dirsi totalmente esaustive in
quanto nella realta` i coefficienti vengono misurati,oltre che per diversi angoli
d’attacco nel piano,anche per diverse inclinazioni del vento rispetto all’asse
del ponte(cos`ı detto effetto skew wind,ovvero vento inclinato,che riproduce
le reali condizioni dell’impalcato).
Andrebbero anche svolte infatti analisi che tengano conto della presenza
delle barriere sulla carreggiata,in quanto queste possono far mutare molto
il comportamento aerodinamico della struttura.

Capitolo 6
Conclusioni
Io te e la mia fede vinceremo
Non a forza ma grazie al vento che
mi spinge avanti’
-Biglal ha ruah-
La tesi ha cercato di affrontare,in maniera non sicuramente esaustiva,i prin-
cipali problemi che possono caratterizzare le strutture soggette all’azione del
vento.In particolare sono state analizzate le potenzialita` nello studio combi-
nato del problema mediante codici di calcolo.
Sono diverse le considerazioni sui risultati ottenuti.Il primo e` sicuramente
legato all’utilizzo di un software.Come per ogni applicazione condotta medi-
ante calcolatore,la conoscenza dei meccanismi fondamentali del fenomeno e`
necessaria per affrontare il problema della modellazione.E’ necessario quin-
di andare a comprendere sempre la maniera piu` efficace per rappresentare
il problema senza snaturarne la natura,ma senza nemmeno volerlo andare a
riprodurre con una precisione fisica.
Il secondo aspetto e` legato alle informazioni che possono essere ottenute.Nel
caso del cilindro si sono ottenuti risultati confrontabili con quelli in letter-
atura,a fronte pero` di tempi di calcolo molto grandi.Per l’impalcato da ponte
invece analisi non totalmente corrette,ma molto rapide,hanno portato all’in-
dividuazione di un valore non esatto,ma sicuramente indicativo del compor-
tamento della struttura.Questo quindi si rivela molto utile in fase progettuale
in quanto permette di ottenere informazioni sintetiche in maniera rapida.
Sicuramente quindi le potenzialita` di strumenti di questo tipo sono enor-
mi.Possibili sviluppi possono essere sicuramente legati alla simulazione nu-
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merica per calcolare le derivate aeroelastiche e successivamente analisi dirette
di flutter.Il campo della ricerca puo` essere,dato il metodo di analisi,esteso
a molte altre tipologie strutturali che risentono degli effetti dinamici dei
carichi.Le analisi possono essere legate anche all’interazioni di strutture non
solamente con aria ma anche con acqua,aprendo quindi nuovi ed interessanti
campi di ricerca.
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